МЕХАНИКА                                                                    АЛЮШИН Ю.А.


ПРИЛОЖЕНИЯ

Приложение 1.

УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ И ОБОБЩЁННЫЕ СИЛЫ ПРИ ПОСТУПАТЕЛЬНОМ ПЕРЕМЕЩЕНИИ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ ПО ГРАНИ ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА.


Если размеры абсолютно твёрдого тела малы по сравнению с радиусом вращения, его можно рассматривать как материальную точку с координатами Лагранжа (

). При её поступательном движении под углом 

 к плоскости 

 по грани 

 параллелепипеда, вращающегося вокруг ребра, совмещенного с осью z, вложенное (относительное) перемещение можно описать уравнениями



 ; 

 ; 

 ,                    (П1.1)

где v и w - компоненты перемещения по осям x и y, соответственно.

Внешнее наложенное (переносное) движение является вращательным, при повороте осей на угол 

 текущие координаты принимают значения





 EMBED Equation.2  
;  

 ; 

 .        (П1.2)

Чтобы получить уравнения составного движения, достаточно вместо переменных Лагранжа (

) наложенного (переносного) движения подставить переменные Эйлера вложенного (относительного) движения



;  

 ; 



.                                        (П1.3)

Компоненты скорости частицы в совместном движении находим дифференцированием уравнений (П1.3) по времени





 EMBED Equation.2  
 ;





 EMBED Equation.2  
 ;     

 .      (П1.4)

После повторного дифференцирования получим компоненты вектора ускорения



[
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[
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 EMBED Equation.2  
 


[

] ;  



 .                                       (П1.5)

Все зависимости могут быть записаны в переменных Эйлера:

уравнения движения



;  

 ; 



,                                             (П1.6)

компоненты вектора скорости





 EMBED Equation.2  
 ;



 EMBED Equation.2  
 ; 

 ,            (П1.7)

компоненты вектора ускорения



 ;


 ;  

.            (П1.8)

      Траекторией движения материальной точки является пространственная кривая, постепенно удаляющаяся от оси z


.                               (П1.9)


Уравнения (П1.3) - (П1.9) позволяют определить положение и все характеристики движения твёрдого тела, рассматриваемого как материальная точка, при любых значениях её лагранжевых координат, в любой момент времени и при любом характере изменения скорости частицы в её относительном (поступательном) движении.

При массе m и отсутствии потенциальных (гравитационных) сил для удержания тела на поверхности вращающегося параллелепипеда необходимо предусмотреть устройство (направляющий стержень или крепление типа “ласточкин хвост”) и привод, которые будут компенсировать обобщённые силы инерции 



,                                           (П1.10)

возникающие за счёт изменения кинетической энергии тела (материальной точки) при заданных значениях смещения в горизонтальной плоскости 

, угла поворота параллелепипеда 

, скоростях и ускорениях 

.
Приложение 2.

ДВИЖЕНИЕ ТЕЛА ВДОЛЬ МЕРИДИАНА

При движении тела по меридиану со скоростью u и вращении Земли вокруг оси z с угловой скоростью 

 вложенному (относительному) вращательному движению относительно оси y (ортогональной плоскости меридиана) соответствуют уравнения



 ;   

 ;   

                           (П2.1)

при наложенном (переносном) вращательном движении Земли



 ; 

; 

 .                          (П2.2)

Уравнения совмещённого движения получим из уравнений (П2.2), заменяя входящие в них переменные Лагранжа соответствующими уравнениями системы (П2.1)



; 

 ; 



.                                             (П2.3)

Совместное движение происходит по поверхности Земли с радиусом “r”


,                                     (П2.4)

с компонентами скорости



 ;



 ;



 ,                                          (П2.5)

и ускорения



-

-

;



-

-

 ;



.                                 (П2.6)

При t = 0 результаты совпадают с получаемыми общепринятыми методами сложения ускорений относительного и переносного движений 



= 

 ;


;


 =

 ;



.                                   (П2.7)

В частности, для горизонтальной компоненты ускорения в плоскости xOz получаем сумму проекций от двух вращательных движений




 EMBED Equation.2  
.     (П2.8)
В этой же плоскости вертикальная компонента ускорения 

 зависит только от вращения в меридиональной плоскости. 
В рассматриваемой задаче кривизна траектории не изменяется как в наложенном, так и во вложенном движении. Однако в совмещённом движении кривизна траектории определяется общим уравнением [6]



 ,                                  (П2.9)

где штрихами обозначены вторые производные от координат по длине траектории s. Принимая во внимание, что для любой функции времени



 ,

после повторного дифференцирования находим



 .

После подстановки и преобразования вместо уравнения (П2.9) получаем




или, с учётом (П2.5) - (П2.6),



 .

Окончательно результат принимает вид



; 

 .             (П2.10)

В связи с изменением кривизны траектории, при движении тела возникает ускорение Кориолиса, которое при t = 0 ортогонально плоскости меридиана и равно





 EMBED Equation.2  
 .                                              (П2.11)

При t > 0 тело выйдет из рассматриваемой плоскости, но уравнения остаются справедливыми и могут быть использованы для расчёта как траектории, так и других кинематических или энергетических характеристик движения.
Приложение 3.

КИНЕМАТИЧЕСКИЙ И ДИНАМИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ПЛОСКОГО ШАРНИРНО - РЫЧАЖНОГО МЕХАНИЗМА. 

В качестве примера рассмотрен шарнирно - рычажный механизм, схема которого представлена на рис. П3.1.
            


   Рис.П3.1. Кинематическая схема механизма

Механизм состоит из кривошипа ОА , шатуна АВ и коромысла ВО1С с неподвижной осью О1, к которому шарнирно присоединены шатун CD с ползуном. Исходными данными являются расстояния между осями шарниров Li, координаты “а” и “b” неподвижного шарнира О1, уравнение прямой, вдоль которой перемещается ползун с осью D, а также угловые скорость 

 и ускорение 

 ведущего кривошипа, а следовательно и принадлежащей кривошипу прямой ОА.

КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

Уравнения движения частиц различных звеньев механизма можно получить суперпозицией вложенных и наложенных движений по методике, описанной в разд. 1. В частности, частицы звена 2 с прямой AB совершают вращательное движение вокруг оси А с координатами (

) в соответствии с уравнениями



;



.                     (П3.1)

На это вращение накладывается поступательное движение центра вращения



 ; 

 ,                                          (П3.2)

где u и v - компоненты перемещения оси А в рассматриваемый момент времени t>0. Подставляя эйлеровы координаты, определяемые уравнениями (П3.1), вместо переменных Лагранжа в уравнения (П3.2), получаем уравнения движения частиц звена 2 (и прямой AB) при совместном вращении и поступательном движении оси 



;



,                  (П3.3)

которые с учетом 

 и 

 принимают вид



;



.                      (П3.4)

В справедливости полученных уравнений можно убедиться, рассмотрев зависимости между начальными и текущими координатами некоторой частицы М звена AB, расположенной на расстоянии S = АМ от оси шарнира А. Будем считать исходным состоянием, соответствующим началу отсчёта времени t = 0, положение механизма с некоторым значением угла наклона кривошипа к оси “х” равным 

. Обозначим через 

 значение угла между прямой АВ и осью х. Тогда начальные (лагранжевы) координаты частицы М составят



 ; 

 .                       (П3.5)

В произвольный момент времени t > 0 ось шарнира А займёт некоторое новое положение с координатами (хА, уА), а угол наклона 

 прямой АВ будет отличаться от начального за счёт возможного поворота вокруг оси А на величину 

. С учетом 

 текущие координаты частицы M можно определить по уравнениям



 ; 

 .                     (П3.6)

Преобразуя правую часть уравнений (П3.6) и принимая во внимание соотношения между переменными Лагранжа и начальным значением угла 

, получим уравнения движения частиц звена 2 в форме Лагранжа 



 ;



 .                 (П3.4а)

Из этих уравнений как частные случаи можно получить уравнения движения для других звеньев механизма.

Приводное звено 1 с прямой ОА вращаются вокруг оси О, следовательно в уравнениях (П3.4) надо заменить индекс А на О. Но ось О остается неподвижной и совпадает с началом координат (

) системы отсчёта наблюдателя. Следовательно, для звена 1 получаем





 EMBED Equation.2  
 ; 

 ; 

 ;



 ;

 ; 

 .       (П3.7)

Уравнения для скоростей и ускорений получены дифференцированием по времени уравнений движения в форме Лагранжа. Для компактности записей они преобразованы к форме Эйлера, т. е. их аргументами являются текущие координаты частиц.

Ведомое звено 3 вращается вокруг неподвижной оси О1 с координатами (а, b), поэтому вместо (П3.4) следует записать





 EMBED Equation.2  
 ; 

 ;



 ; 

 ;



 ; 

 .                 (П3.8)

Для промежуточного звена справедливы уравнения (П3.4)



 ;



                      (П3.9)



 ; 

 ;



 ;



 .                            (П3.9в)

Значения углов 

 и 

 должны быть определены из наложенных кинематических связей. Так как расстояния между осями предполагаются неизменными при работе механизма, их значения определяет система уравнений:



 ;



 .                          (П3.10)

Дифференцируя эти уравнения по времени, находим соотношения между угловыми скоростями звеньев



 ;





 EMBED Equation.2  
 ,                       (П3.11)

откуда



 ; 

 .                  (П3.11а)

Аналогичным образом, после повторного дифференцирования по времени соотношений (П3.10), находим систему линейных уравнений для угловых ускорений звеньев АВ и ВС 



 ;



.  (П3.12)

Если воспользоваться для краткости записей обозначениями



 ;



,            (П3.13)

тогда решение последней системы можно записать в виде 



 ; 

.                (П3.14)

При расчётах на ЭВМ возможно применение различных методов численного анализа.

Систему (П3.10) можно привести к одному уравнению с одним неизвестным. Для этого преобразуем её к виду



 ; 

 ,                      (П3.10а)

где 

, 

. Суммируя квадраты обеих частей уравнений, получаем





 EMBED Equation.2  
 ,                   (П3.10в)

или, после раскрытия скобок и приведения подобных,



 .                   (П3.10с)

Преобразуя левую часть к тангенсу половинного угла, приходим к квадратному уравнению



,                      (П3.15)

решение которого имеет вид



 .                                  (П3.15а)

После определения углов 

 и 

, а также их первых и вторых производных по времени, по уравнениям (П3.9) находим текущие координаты, а также компоненты скорости и ускорения точки С, которая принадлежит звену 3. 

Частицы звена 4 вращаются относительно оси С, которая, как и ось А, меняет своё положение в пространстве наблюдателя. Следовательно, уравнения движения частиц звена 4 отличаются от уравнений (П3.4) лишь индексом оси и обозначением угла наклона прямой СD к оси “х”



 ;



 .                (П3.16)

После двукратного дифференцирования находим компоненты скорости и ускорения



 ; 

 ;



 ;



 .                  (П3.16а)

Угол 

 наклона прямой СD зависит от направления движения ползуна 5. Пусть ползун 5 перемещается по некоторой прямой с углом наклона 

 к оси “х”, описываемой уравнением



  ,                                           (П3.17)

где g - отрезок, отсекаемый на оси “х” прямой (П3.17). Положительное направление угла должно отсчитываться против часовой стрелки от положительного направления оси “х”. На схеме рис. П3.1 

, следовательно 

. Расстояние между осями С и D предполагается неизменным и равным L5. Тогда в произвольный момент времени можно записать для координат оси D:



 ; 

 .               (П3.18)

Угол 

 определяется координатами осей В и С крепления смежных звеньев и зависит от текущего значения угла 

 



 ; 

 .                (П3.19)

Координаты (П3.18) должны соответствовать уравнению прямой (П3.17), т. е. должно выполняться равенство

(

-g)tg = 

  ,                (П3.20)

из которого следует



 ,                            (П3.21)

где



.                      (П3.22)

Полученное уравнение определяет связь между углами 

 и 

, а также между их первыми производными по времени



  ,                                  (П3.23)

где, с учётом (П3.19), 

. После повторного дифференцирования находим связь между вторыми производными по времени






.                 (П3.24)

Вместо решений (П3.21) - (П3.24) через уравнение траектории оси шарнира D можно воспользоваться условием постоянства расстояния от неподвижной оси шарнира О1 до прямой (П3.17). Уравнение перпендикуляра к прямой (П3.17), проходящего через точку О1, имеет вид



 ,

а координаты точки её пересечения с прямой (П3.17) составляют



 ; 

 .

Расстояние между точкой О1 и прямой 




в процессе движения не изменяется, т. е. кинематическую связь можно записать в виде



 ,            (П3.21а)

откуда для производных следуют записанные ранее уравнения (П3.23) - (П3.24).

Если кинематический анализ надо выполнить для одного положения кривошипа, значения углов можно определить графически, а угловых скоростей и ускорений - по соответствующим уравнениям (П3.11), (П3.12), (П3.23) и (П3.24).

Динамический анализ.

Для динамического анализа необходимы дополнительные данные о положениях центров масс звеньев Ci в начальный момент времени 

, массах mi и осевых моментах масс второго порядка JCi относительно центральных осей.

Так как скорости и ускорения всех частиц механизма известны, кинетическую энергию каждого из звеньев находим по уравнениям (5.2.10)



 ,                            (П3.25)

где 

 - линейная скорость центра масс, 

 - угловая скорость вращения i - го звена. Приращение кинетической энергии можно записать через приращения линейных и угловых перемещений (см. ур - ие 5.2.26)



,                    (П3.26)

множители которых определяют обобщённые силы инерции, приведенные к центру массы,



 ; 

 ,                          (П3.27)

где 

, 

 - линейные (в направлении оси xj) и угловые ускорения i - го звена. В соответствии с принятыми разд. 5 определениями, величины Fj будем называть силами инерции, а Mj – моментом пары сил инерции. Они позволяют вычислить мощность инерционных сил на скоростях соответствующих центров масс и составляющие инерционных усилий в шарнирах с помощью уравнений, приведенных в разд. 6.5.2. 

Как отмечено в разд. 5.3, уравнение (5.2) допускает существование сил 

, скорость перемещения точки приведения которых либо равна нулю (неподвижные опоры механизма), либо направлена ортогонально, т. е. по нормали к силе. В обоих случаях приращение энергии внешних воздействий от сил 

 отсутствует, так как 

, и можно записать



 .                                      (П3.28)

В отличие от активных сил 

 силы Nj , которые не изменяют энергию внешних воздействий, будем называть пассивными. 

 Реактивными будем называть силы, которые возникают вместе с пассивными, образуют с ними пару сил и компенсируют действующие в пределах каждого звена шарнирного механизма моменты инерционных и активных сил (см. ниже).


Аналогичным образом образуемые внешними силами моменты будем подразделять на моменты пассивных, реактивных и активных сил. Первые из них возникают на контакте ползуна и направляющих, когда полюс (точка приведения) технологических усилий или центр массы ползуна не совпадают с осью шарнира. Возникающий при этом момент не имеет возможности поворота и уравновешивается парой сил, ортогональных направлению движения ползуна. Для каждой из них приращение энергии внешних сил равно 0.


Моменты реактивных сил возникают в шатунах кривошипно - ползунных механизмов. Пассивная сила приложена к оси крепления шатуна с ползуном и направлена ортогонально направляющим, реактивная -  к оси крепления шатуна с кривошипом (коромыслом), направление скорости которой в общем случае не ортогонально направлению этой силы. Следовательно, в каждый момент времени для неё можно определить приращение энергии внешних сил либо через произведение момента этой пары сил на приращение угла поворота кривошипа, либо через скалярное произведение вектора реактивной силы на вектор скорости оси кривошипа (коромысла).


Моменты активных сил и сил инерции возникают всякий раз при изменении точки их приведения.

В дальнейшем, наряду с (П3.27), будут использованы следующие обозначения (нижний прописной символьный индекс при обозначении сил и моментов указывает точку их приведения):



, 

, 

 - соответственно пассивные, реактивные и активные внешние силы, приведенные к точке К;



 - полная сила (сумма активных, реактивных, пассивных и инерционных сил); 



 - приведенный момент всех сил, включая обобщённые силы инерции (П3.27), который можно представить в векторной



                        (П3.29)

или скалярной форме






.                   (П3.29а)


В шарнирных механизмах создаваемый внешними и инерционными силами момент компенсируется парами (в составе пассивных 

 и реактивных 

) сил, равнодействующая которых равна 0:



 ; 

 ; 

 ,                         (П3.30)

здесь hM,K – кратчайшее расстояние между линиями действия сил  

 и  

. Если координаты точек приведения обеих сил известны, тогда



  .      (П3.30а)

Направление пассивных и реактивных сил ортогонально скорости точки приведения пассивной силы и если оно ориентировано по отношению к оси х под углом 

, тогда



 ; 

,                      (П3.30b)

и система уравнений (П3.30а) - (П3.30b) позволяет однозначно определить как модуль, так и проекции этих сил.

Система уравнений (П3.30а) - (П3.30b) позволяет однозначно определить модуль



 ,                   (П3.31)

что фактически совпадает с результатом, приведенным в разд. 5.3



 .                (П3.31а)

C точностью до знака проекции этих сил удобнее определять по уравнениям (5.3.16).

Ниже предполагается, что технологические силы 

 в процессе движения ползуна не изменяют своего направления, а центр массы ползуна С5  и точка приведения (приложения) внешних сил (полюс Р) не обязательно совпадают с осью шарнира D. 

Изменение кинетической энергии ползуна 

 определяют изменения координат его центра масс (для большей общности ниже в уравнениях записано и возможное изменение кинетической энергии за счёт вращательного движения, хотя для рассматриваемого случая поступательного движения ползуна оно обращается в 0)

 

,                    (П3.32)

а  энергии внешних воздействий – изменения координат полюса Р



 .                        (П3.33)


Ползун перемещается поступательно, скорости всех его частиц одинаковы, поэтому оба уравнения можно записать и через приращения перемещений оси шарнира D 



,                    (П3.32a)



 .                            (П3.33а)

Эти уравнения учитывают общее изменение энергии ползуна и действующих на него внешних сил. 

Перенос сил из точек Р и С5 к оси шарнира D сопровождается появлением дополнительного момента относительно оси D. Как для инерционных, так и для внешних технологических сил, в соответствии с общим определением, составляющие момента 

 равны векторному произведению силы 

 и радиус - вектора 

 точки приложения силы относительно полюса 



.

В рассматриваемом случае плоского движения получаем



,   (П3.34)

где



 ;     

 .                   (П3.34а)

Момент 

 не создает изменения обобщённой скалярной функции движения в связи с отсутствием его поворота (

). Но если такая возможность появится за счёт деформации звеньев или изменения кинематических связей, например при разрушении направляющих, тогда изменятся закон движения и связанные с движением характеристики. Возникающие при этом силы можно назвать потенциальными, т. е. способными произвести работу при появлении смещений, ранее запрещённых кинематическими связями.

Шарнирные соединения по своему конструктивному назначению не могут передавать момент, т. е. результирующий момент в любом шарнире, в том числе в шарнире D, должен обращаться в 0: MD = 0. Момент 

 в процессе движения должен компенсироваться эквивалентной парой сил, включающей в себя пассивные силы 

 на поверхности ползуна 



.

Так как составляющие пару обе силы 

 равны по величине и противоположны по направлению, их значения не оказывают влияния на величину приведенных к оси D усилий, 



; 

,                    (П3.35)

которые можно рассматривать как активные внешние силы для шатуна, приведенные к оси D, энергетически эквивалентные заменяемому ими ползуну с ограничивающими его движение направляющими (с учётом 

) и внешними силами



.               (П3.36)

Кроме активных сил и сил инерции в шарнире D могут возникать пассивные силы 

 с компонентами (уравнения записаны для пассивной силы, компоненты которой имеют противоположный знак по сравнению с компонентами реактивной силы в ур - ях 5.3.16)



 ;



 ,                  (П3.37)

и тогда полные усилия составят



; 

.                    (П3.35а)


Величины моментов активных 

 и инерционных 

 сил в шарнире С шатуна будут вычислены ниже.

Так как приращения перемещений осей D и С связаны соотношениями (П3.16а)



 ;      

 ,               (П3.38)

изменение энергии внешних воздействий, передаваемых шатуну, можно записать как через изменение координат оси D (см. ур-ие П3.36), так и через приращения перемещений шарнира С 



.    (П3.39)

     Для определения активных сил в шарнире С необходимо дополнительно привести к этой оси изменение кинетической энергии шатуна 



.                      (П3.40)

С учётом уравнений (П3.16а) получаем



,  (П3.40а)

где



 ;  

 ;  

 .             (П3.41)


Таким образом, обобщённые силы, приведенные к оси C, включают сосредоточенные силы с компонентами 



 ;   

 ,         (П3.42)

момент внешних сил



                       (П3.43а)

и момент сил инерции (см. ур - ие 5.2.30а)



 .              (П3.43b)

Сумма этих моментов должна компенсироваться направленной в противоположную сторону парой сил (

) с пассивной силой в шарнире D  и реактивной силой в шарнире С. Модуль сил может быть определён из уравнения (П3.31а) или



 ;            (П3.44)

а компоненты - по уравнениями (П3.37).

Компоненты полного усилия с учётом пассивной силы 
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 .                  (П3.45)

в шарнире С составят
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Величины моментов для расчёта пассивной силы 

 будут определены ниже, а её направление должно быть ортогональным скорости перемещения точки С, т. е. она  направлена вдоль прямой О1С.

Коромысло О1ВС имеет три шарнира и совершает колебательное движение вокруг оси О1. Общее правило преобразования сил остаётся прежним. Оно следует из правила преобразования составляющих энергии, записанных через приращения перемещений выбранной оси шарнира и поворота звена. Зависимость между приращениями перемещений осей шарниров B и C следует из уравнений (П3.8), откуда
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С учётом этих соотношений для приращения энергии внешних сил, передаваемых через шарнир С,  получаем
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Аналогичным образом преобразуем изменение кинетической энергии с силами инерции 
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переходя от приращения смещений центра массы С3 к  приращениям смещений оси B 
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где
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Коэффициенты при приращениях линейных и угловых обобщённых координат в уравнениях (П3.47) и (П3.48а) соответствуют приведенным к оси В обобщённым силам
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где 
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 - проекции реактивной силы, которая совместно с силой 
[image: image16.wmf]C
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 (см. ур-ие П3.45) компенсирует приведенный к точке В момент



,           (П3.51)

или, по аналогии с уравнением (П3.31), 
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где
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Величина 
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  полностью определяет полные значения усилий в шарнире С (см. ур-ие П3.45а). Для оси В необходимо дополнительно найти ещё пассивную силу 
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которая направлена вдоль линии О1В, т. е. под углом 

 к оси х, и будет определена в дальнейшем вместе с реактивной силой 
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Преобразование сил при переходе от шарнира В к оси А аналогично рассмотренному выше для шарниров D и C. С учётом соотношений 


[image: image24.wmf]dx

dx

y

y

d

B

A

B

A

=

-

-

(

)

y

 ; 
[image: image25.wmf]dy

dy

x

x

d

B

A

B

A

=

+

-

(

)

y

 ,          (П3.54)

для приращения энергии внешних сил и изменения кинетической энергии шатуна АВ, приведенных к оси А, получаем
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где
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Таким образом, величина обобщённых сил при переходе от оси B к оси A составит 
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при моментах



 ;



.                 (П3.59)

Их сумма должна компенсироваться направленной в противоположную сторону парой сил (

) с пассивной силой в шарнире B  и реактивной силой в шарнире A 



                          (П3.60)

при



 ;



.  (П3.60а)


С учётом пассивной силы в шарнире B можно окончательно найти компоненты полной силы, передаваемой через этот шарнир, по уравнениям (П3.53) и полные усилия в шарнире A


 ; 

,               (П3.61)


Сила в шарнире O1, в связи с отсутствием его перемещений, не приводит к изменению составляющих обобщённой скалярной функции движения. Её величину и направление определяют пассивные силы в шарнирах С и В 



 .                               (П3.62)

Действующие в шарнирах коромысла О1ВС силы образуют замкнутый силовой многоугольник и удовлетворяют известным условиям статики (сумма моментов всех сил относительно любой точки и суммы проекций всех сил на любую ось обращаются в 0).


Так как полные усилия, приведенные к точке А, известны, для определения сил в опоре О и момента на приводном валу запишем, учитывая зависимости (П3.7), определяющие их изменения энергии внешних сил





 EMBED Equation.2  
          (П3.63)

и кинетической энергии кривошипа



 ,    (П3.64)

где



; 

 ; 

 .               (П3.65)


Таким образом, находим полные усилия в точке О 



 ; 

                   (П3.66)

и крутящий момент на приводном валу 




   ,           (П3.67)

необходимые для обеспечения изменений кинетической энергии всех звеньев механизма при рассматриваемом законе движения и затрат энергии на выполнение технологических операций.

Этот же результат можно получить путём преобразований каждой составляющей из общих затрат энергии непосредственно к оси О. 

Ниже рассмотрен вариант определения составляющих усилий в шарнирах и момента на приводном валу отдельно от внешних технологических усилий и изменения кинетической энергии одного из звеньев.

В обоих случаях анализ сводится к последовательному преобразованию изменений энергии с заменой приращений линейных и угловых координат при переходе от одной оси к другой. По мере приближения к приводному валу количество слагаемых возрастает и поэтому целесообразно вводить специальные обозначения по аналогии с теми, которые использованы выше для активных и других сил и моментов, приведенных к осям шарниров.

Для технологических сил исходное уравнение включает приращения координат точки их приложения (полюса Р)



 .                           (П3.68)

Так как скорости всех точек ползуна одинаковы, можно записать



.                          (П3.69)

Шатун совершает вращательное движение относительно подвижной оси С и с учётом (П3.31) получаем выражение правой части уравнения (П3.69) через перемещения оси С и угол поворота звена 4



.   (П3.70)

Выражение в квадратных скобках определяет момент, который реализуется в виде пары с пассивной и реактивной силами от этой технологической нагрузки. Их величина необходима при расчёте силы в шарнире С. Однако если требуется найти только момент на приводном валу, тогда важно численное значение правой части, а не её механическая интерпретация. 

С учётом уравнений (П3.35) и соотношений между углами (П3.23)



                                  (П3.71)

изменение энергии внешних сил, приведенное к линейным и угловым перемещениям шарнира В, принимает вид



.



.            (П3.72)

Используя дополнительно зависимости (П3.7), (П3.9) и (П3.11а), получаем изменение энергии от технологических сил, приведенное к перемещениям шарнира А


 ;



 .

Последний переход от точки А к оси приводного вала должен учитывать соотношения (П3.7) и (П3.11а)



 ;              (П3.73)



 ;



 .

Таким образом, требуемый на приводном валу момент, обеспечивающий на выходном элементе механизма (ползуне) требуемое технологическое усилие (без учета изменения кинетической энергии звеньев самого механизма), зависит от 6 слагаемых, учитывающих расстояния между шарнирами и их положение в различные моменты времени.

Аналогичный анализ для кинетической энергии ползуна не представляет интереса, так как для него



, 

но “момент пары сил инерции” 

 равен 0, т. е. приведенная к оси шарнира D правая часть содержит только силы инерции



 ;     

 ;     

 

и все последующие преобразования подобны приведенным для технологических усилий.


Для кинетической энергии коромысла 3 с силами инерции 

 


                      (П3.74)

при переходе от центра массы С3 к оси B следует записать


.             (П3.75)

После замены



 ; 

 ,

вместо уравнения (П3.75) получаем



,  (П3.76)

где использовано обозначение



  ; 

 .

Переходя к приращению угла поворота кривошипа, окончательно имеем



. (П3.77)

Выражение в фигурных скобках определяет составляющую момента на приводном валу от изменения кинетической энергии коромысла.

Общий момент на приводном валу будет равен сумме составляющих от всех инерционных и технологических сил, возникающих в процессе работы механизма с заданным законом движения приводного звена, который может предусматривать как равномерное его вращение (
[image: image35.wmf]j

tt

= 0), так и этапы разгона или торможения.

Приложение 4.

КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ КУЛАЧКОВЫХ МЕХАНИЗМОВ

Отличие кулачковых и других типов механизмов от шарнирно - рычажных состоит в особенности реализуемых кинематических связей. 

Для шарнирно - рычажных механизмов должно выполняться равенство координат, скоростей и ускорений геометрических точек пространств переменных Лагранжа смежных звеньев, соответствующих центру соединяющих их шарниров. Фактически в этих точках находится тело третьего элемента механизма - оси шарнира.

Для кулачковых механизмов с коромыслом (рис. П4.1) кинематические связи сводятся к условию сохранения контакта и совпадения направления касательной к поверхности кулачка в этой точке контакта с направлением коромысла. Основные трудности связаны с тем, что в процессе движения изменяются частицы, вступающие в контакт. Их начальные координаты надо определить для каждого момента времени из системы уравнений, которая включает, кроме указанных выше условий, уравнение контура кулачка.

                    [image: image36.wmf]
                                               Рис. П4.1

В рассматриваемом примере плоского движения кинематической пары предполагается, что ось вращения кулачка Р совершает движения по некоторому закону, определяемому особенностями его привода.

Уравнение контура кулачка в глобальной системе отсчёта наблюдателя будем считать известным. Пусть в начальный момент времени оно имеет вид



 ,                                              (П4.1)

где 

 - координаты Лагранжа частиц на контуре кулачка.

Для кривой, заданной в виде уравнения 

, по общепринятой методике уравнение касательной имеет вид



 .

Учитывая геометрический смысл переменных Лагранжа и принятую ранее символику для обозначения их бесконечно малых пространственных изменений, для уравнения касательной следует записать для t=0


[image: image37.wmf]k

k

f

f

tg

k

k

b

a

da

db

x

/

/

0

-

=

=



(П4.2)

Пусть уравнения движения частиц кулачка 

 известны на основе кинематического анализа предшествующей цепи. В наиболее общем случае они могут быть записаны в виде вращения относительно подвижного полюса Р, не совпадающего с центром сечения (точка С)  


[image: image38.wmf]x

b

b

x

a

a

D

-

-

D

-

+

=

sin

)

(

cos

)

(

P

P

P

x

x

 ;                   (П4.3)
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Эти уравнения могут быть распространены и на контурные частицы кулачка, для которых соответственно введём обозначения
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В более общем случае уравнения (П4.4) могут быть записаны в виде



 .                                         (П4.4а)

Каждое из уравнений (П4.4а) позволяет определить бесконечно малые изменения пространственных координат на контуре кулачка 



 ; 

 .            (П4.5)

Так как зависимость между приращениями переменных Лагранжа 

 на контуре задана его конфигурацией в начальный момент времени, для любой частицы с координатой 

 и определяемой из уравнения (П4.1) второй координатой 

 приращения эйлеровых координат на контуре с учётом уравнений (П4.2), откуда  



,


(П4.6)

связаны соотношениями



;   

.   (П4.5а)

Таким образом, для текущего момента времени уравнение касательной к произвольной точке контура кулачка определяется уравнением



 = 

/

 .     (П4.7)

Уравнение коромысла примем в виде прямой



                                                      (П4.8)

Неизвестные (s, k) должны удовлетворять условиям прохождения этой прямой через неподвижную ось вращения коромысла с координатами (a, b)



                                                 (П4.9)

и точку контакта (

) с контуром кулачка



 .                                             (П4.10)

Касательная к контуру кулачка должна совпадать с направлением прямой (П4.8), т. е.





 EMBED Equation.2  
/

 .           (П4.11)

Принимая во внимание уравнения движения частиц кулачка (П4.4), для производных находим
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Уравнения (П4.1, П4.4, П4.9, П4.10, П4.11) образуют замкнутую систему и определяют положение коромысла, а также координаты (эйлеровы и лагранжевы) частицы, которая в рассматриваемый момент времени находится в контакте с коромыслом.

Рассмотрим частный случай, когда кулачок в форме эллипса с полуосями (m, n) и координатами геометрического центра сечения в исходном состоянии (

) вращается относительно подвижного полюса Р с начальными координатами (переменными Лагранжа) (

), а коромысло совершает колебательные движения вокруг неподвижной оси, расположенной в точке с координатами (a, b). 

Если в исходном состоянии оси симметрии эллипса, описывающего контур кулачка, ориентированы по осям координат системы отсчёта наблюдателя, тогда уравнение (П4.1) принимает вид



                         (П4.13)

и имеет производные 



 ; 

 .      (П4.14)

Для уравнений движения частиц контура (П4.4) с производными (П4.12) тангенс угла наклона касательной в точке контакта составит
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                  (П4.15)

       При указанных выше координатах оси вращения коромысла определяем величину отрезка, отсекаемого прямой (П4.9) на оси “у”,



                                                (П4.16)

и с учётом уравнения (П4.10) получим
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 .                     (П4.17)

Это уравнение содержит 2 неизвестных (

), так как размеры 

, начальные (

), (

) и текущие (

) координаты при любом заданном 

 предполагаются известными. Совместно с уравнением (П4.13) они образуют замкнутую систему и позволяют определить лагранжевы и эйлеровы координаты частицы, находящейся в рассматриваемый момент времени в контакте с коромыслом.

Определяя текущее расстояние от оси О до точки контакта



 ,                             (П4.18)

находим лагранжевы координаты точки коромысла, которая контактирует с определённой выше частицей кулачка



 ; 

 .                       (П4.19)

Наиболее простое с математической точки зрения решение соответствует случаю, когда ось вращения кулачка совпадает с его геометрическим центром, т. е. когда 

 ; 

 Если ось вращения кулачка остаётся неподвижной, тогда в приведенных выше формулах следует принять 

, 

.

Приложение 5

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ОСНОВНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК И УРАВНЕНИЙ ИЗ декартовой системы координат в цилиндрическую 

Любая система уравнений движения может быть преобразована из декартовой 



                                                (П5.1)

в цилиндрическую систему координат



, 

;

.                (П5.2)


Рассмотрим случай, когда оси “z” в обеих системах совпадают. Тогда в начальный момент времени координаты Лагранжа связаны соотношениями



 ; 

  .                                    (П5.3)

После дифференцирования для приращений функций можно записать



 ; 

 .         (П5.4)

Если систему (П5.4) решить относительно приращений 

 и 

, получим обратные зависимости



 ; 

.           (П5.5)

Аналогичным образом в текущий момент времени имеем



 ; 

 ,                                          (П5.6)

откуда находим зависимость между приращениями переменных Эйлера в рассматриваемых системах координат



 ; 

,                        (П5.7)

или



 ; 

.                        (П5.8)

Производную 

 для уравнения (П5.6) можно найти, считая функцию 

 заданной неявно



.  (П5.9)

Вторые множители последних слагаемых в круглых скобках равны 0, так как в цилиндрической и декартовой системах переменные Лагранжа x0 и z0 являются независимыми. Эти слагаемые записаны в уравнении (П5.9) для иллюстрации методики в более общих случаях преобразования осей координат. Кроме того, эти слагаемые имеют существенное значение при определении производных по переменной Лагранжа z0 в ур. П5.11.

Проводя аналогичные преобразования, для других производных от переменной Эйлера х по переменным Лагранжа находим



 ;    (П5.10)



.    (П5.11)

Множители перед скобками заменяем соответствующими коэффициентами первого из уравнений (П5.7), а вторые множители в скобках - коэффициентами уравнений (П5.5), после чего получаем



; (П5.12)



;  (П5.13)



 .                                    (П5.14)

После аналогичных преобразований находим производные от координаты Эйлера “у” 



 ;      (П5.15)



 ;         (П5.16)



 ;                                        (П5.17)

или, после подстановки производных из уравнений (П5.5) и (П5.7),



 ;  (П5.18)



 ;   (П5.19)



 .                                        (П5.20)

В обеих системах ось z совпадает и третья производная определяется обычным методом



 ;    

 ;         (П5.21)



;      

 .        (П5.22)

В общем случае деформации уравнения для кинематических характеристик движения принимают громоздкий вид и здесь не приводятся. Для осесимметричных процессов, когда уравнения (П5.2) можно записать в виде



,  

;  

 ,                        (П5.2а)

вместо приведенной выше системы будут иметь место соотношения



 ;                                  (П5.12а)



;                                  (П5.13а)



  ;                                   (П5.14а)



 ;                                  (П5.18а)



 ;                              (П5.18а)



  ;                                 (П5.19а)



 ;                                    (П5.20а)



   ;                                 (П5.21а)



   ;                                 (П5.22а)

Основные кинематические характеристики и базовые деформации для произвольно ориентированных направлений 



;    (П5.23)



  ;              (П5.24a)



 ;               (П5.24b)



 ;                                      (П5.24c)



 ;                  (П5.25)

могут быть записаны в более компактной форме, если принять 

. Например,



  .                                  (П5.23а)

Уравнение (П5.25), которое определяет инвариантную скалярную характеристику деформации частицы, при этом, естественно, не изменяется.

Для процессов типа кручения с произвольной (не обязательно линейной) зависимостью угла поворота от длины (по оси скручивания) уравнения приведены в работе [5], стр. 102.

Для вторых производных, входящих в уравнения Лапласа, необходимо принять во внимание особенности аргументов полученных выше первых производных. В частности, для осесимметричных процессов имеем



                         (П5.26)

Тогда, используя правила дифференцирования неявно заданных функций, можно записать



 ;                                     (П5.27)



;



 ;                 (П5.27a)





 EMBED Equation.2  
;                        (П5.27b)



 ,                                (П5.27c)

и сумма вторых производных, входящих в дифференциальные уравнения движения (7.1.15), для переменной х в цилиндрической системе координат принимает вид (для 

)



 .                     (П5.28)

Для переменной у преобразования приводят к аналогичному результату и здесь не приводятся, а для вторых производных переменной z из уравнений (П5.21) - (П5.22) получаем



 ;



 ;         (П5.29)



 ,

или



 .                             (П5.30)

Особо следует отметить наличие дополнительного третьего слагаемого (отрицательного) в уравнении (П5.28) для функции 

 по сравнению с уравнением (П5.30) для функции 

 и приведенными для аналогичных преобразований координат в справочной литературе [6]. Различие объясняется характером преобразуемых функций (координаты Эйлера) и особенностями пространства переменных (Лагранжа), в которых эти преобразования проводятся. 
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