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6. ДВИЖЕНИЕ АБСОЛЮТНО ТВЁРДЫХ ТЕЛ

Предположение об отсутствии деформации материальных тел при их движении позволяет исключить из анализа потенциальную энергию состояния (3.1.7) и найти приближенное описание уравнений движения (1.3.3), которые в дальнейшем можно использовать для поиска более точных решений с учётом деформации системы. Такие “начальные приближения” могут быть получены на основе суперпозиции составляющих более простых движений (см. разд. 2) или решения уравнений (3.4.8), (3.4.11).

В общем случае характер движения абсолютно твёрдых тел зависит от объёмных и внешних воздействий. Влияние объёмных сил можно исключить, если ограничить движение поверхностями равного потенциала, например гравитационного поля. Тогда, в соответствии с уравнениями (3.1.5), потенциальная энергия положения тела не изменяется. 
Если предположить отсутствие внешних воздействий, тогда систему можно считать изолированной, уравнение (3.4.11) сводится к условию постоянства кинетической энергии движения тела (3.1.7). С учётом зависимости (5.2.10) для тела с массой m и моментом JC относительно центра масс получаем


.                             (6.1)


Частными решениями уравнения (6.1) являются прямолинейное поступательное движение (по горизонтальной плоскости без трения) с постоянной скоростью центра масс 




; 

,                                       (6.2)

например, с уравнениями движения



 ; 

 ; 

 ,                               (6.2а)

и равномерное вращательное движение (в горизонтальной плоскости при отсутствии трения) относительно неподвижного центра масс, совмещённого с началом координат, с постоянной угловой скоростью 




;  

 ; 

                   (6.3)

при



;  

.                                        (6.3а)

Рассмотренные простейшие частные случаи движения обычно называют движением по инерции, т. е. за счёт предварительно накопленной телом энергии. К ним могут быть отнесены движение шара по гладкой горизонтальной поверхности, вращение массивного маховика вокруг оси, проходящей через центр масс, и пр. 

Уравнению (6.1) удовлетворяет также и неподвижное (относительно системы отсчёта наблюдателя) тело, когда линейные (

,

) и угловые (

) скорости и ускорения обращаются в 0. Такие состояния в механике называют равновесными. Условиям равновесия соответствует совокупность наложенных обобщённых сил, которая не приводит к изменению значений всех видов энергетических функций (положения, состояния и движения).

Для иллюстрации методов определения уравнений движения материальных точек и абсолютно твёрдых тел в форме Лагранжа ниже рассмотрены некоторые частные случаи движения, в том числе для изолированных систем.

6.1. СВОБОДНОЕ ПАДЕНИЕ ТЕЛА В ГРАВИТАЦИОННОМ ПОЛЕ ЗЕМЛИ

В качестве изолированной системы можно рассматривать движение абсолютно твёрдого тела в потенциальном силовом поле, например в гравитационном поле Земли. Движение осуществляется за счёт перехода потенциальной энергии положения в кинетическую энергию движения.

Совместим начало координат системы отсчёта наблюдателя с исходным положением центра масс тела. Ось z направим вертикально вверх (от центра Земли). Пренебрегая вращением, заменим тело материальной точкой, тогда из 6 степеней свободы остается только одна: координата z (кинематические ограничения связаны с особенностью выбора осей координат). Пусть в некоторый момент времени t> 0 тело имело скорость zt. За время dt изменение кинетической энергии массы m составит



                                    (6.1.1)

при изменении потенциальной энергии положения тела 



 .                                  (6.1.2)

Если другие энергетические факторы, влияющие на движение тела, отсутствуют, тогда величина g, являясь физической характеристикой взаимодействия поля и материальной субстанции, определяет “ускорение свободного падения”. Действительно, приравнивая нулю сумму правых частей уравнений (6.1.1) и (6.1.2), для ускорения тела получаем



 .                                        (6.1.3)

После двукратного интегрирования и определения констант из начальных условий 

 и zt = 0 при t = 0, находим текущие координаты центра масс тела



 ;

 ; 

 .                           (6.1.4)

В действительности часть энергии движения тела расходуется на преодоление сопротивления окружающей среды, которое состоит в необходимости изменения состояния или движения составляющих её частиц. Чтобы подсчитать затрачиваемую на это энергию, имея даже самую точную (гипотетически) теорию, необходимо знать их текущее состояние (скорость, размеры, массу и пр.). Поиск точного решения теряет смысл, так как в каждом конкретном случае надо знать (в качестве начальных условий) скорости и другие характеристики частиц в окрестности падающего тела, а это вряд ли возможно, так как движение непрерывно и в каждый новый момент времени картина будет изменяться.


Отсутствие точной информации об исходных данных - одна из важнейших причин погрешности решений в механике. Повышение точности приближения путём усложнения математических моделей возможно, но имеет свои пределы, так как введение любых дополнительных операций и свойств среды, несущих дополнительную погрешность, может привести не к повышению, а к снижению точности конечного результата. 

6.2. ПОЛЁТ СНАРЯДА


В качестве примера анализа движения абсолютно твёрдого тела под влиянием внешних и объёмных воздействий рассмотрим полёт снаряда, выпущенного со скоростью 

 из начала координат системы отсчёта наблюдателя под углом 

 к направленной горизонтально оси х . Ось z направим вертикально вверх (от центра Земли). 


Внешние воздействия в данной задаче состоят в придании телу кинетической энергии в начальный момент времени. Пренебрегая вращением снаряда и сопротивлением среды, будем считать движение поступательным плоским (

). Тело, как и в рассмотренном выше примере, можно заменить материальной точкой с двумя степенями свободы. Ускорения в направлениях осей х и z найдём из уравнения (3.4.8). При любой комбинации скоростей (виртуальных перемещений) сумма приращений различных видов энергии должна обращаться в 0. Энергия внешних воздействий при t>0  отсутствует, изменяются только кинетическая энергия движения



                      (6.2.1)

и потенциальная энергия положения



.                                             (6.2.2)

Уравнение (3.4.8) принимает вид



                                       (6.2.3)
и должно выполняться при любых допускаемых значениях (вариациях) перемещений dx и dz. Тогда их множители должны обращаться в 0 и отсюда получаем компоненты ускорения

xtt = 0; ztt = -g .                                               (6.2.4)

Уравнения движения для рассматриваемой задачи можно получить непосредственно из принципа суперпозиции (см. разд. 1). Для абсолютно твёрдого тела перемещения не должны зависеть от переменных Лагранжа. Если пренебречь сопротивлением среды, уравнения свободного падения (6.1.4) и движения снаряда с компонентами скорости 

 и 

 под углом 

 к горизонту



; 

 ;  

                                      (6.2.5)

соответствуют прямолинейным поступательным движениям. Следовательно любое из них можно рассматривать как переносное, а другое - относительное. Наложение движений с учётом начальных условий приводит к совместному поступательному криволинейному движению с уравнениями



 ; 

 ;  

 .                             (6.2.6)

В любой момент времени тело имеет (по сравнению с исходным состоянием) потенциальную энергию положения



                                    (6.2.7)

и кинетическую энергию движения



.                             (6.2.8)

Суммарная энергия на протяжении всего полёта снаряда не изменяется (не зависит от времени ) и равна её исходному значению



.                                  (6.2.9)

Приведенное решение допускает также вращение тела относительно центра масс с постоянной угловой скоростью и произвольно направленной осью. В этом случае дополнительную и неизменяемую во времени кинетическую энергию вращательного движения 

 можно рассматривать как следствие внешних воздействий при t = 0. 

6.3. МАТЕМАТИЧЕСКИЙ, ФИЗИЧЕСКИЙ И ДРУГИЕ МАЯТНИКИ 


Маятниками в общем случае называют твердые тела, совершающие периодические колебания, например вокруг неподвижной оси или точки. Такое движение сопровождается переходом кинетической энергии движения в один из видов (или оба вместе) потенциальной энергии положения или состояния (упругой деформации). Существует целый ряд различных типов маятников: пружинный, циклоидальный, крутильный и др. Свойства маятников широко используются в различных приборах, в том числе для определения времени, ускорения свободного падения, геометрических характеристик твёрдых тел и т. д.

Маятники можно рассматривать как изолированные системы. Решения для них известны и подробно рассмотрены в учебной литературе [1 - 4]. Обычно их относят к типовым задачам механики. Излагаемая ниже методика не предусматривает использование понятия сил, но по существу не отличается от классической, так как уравнения для общего изменения энергии фактически совпадают с дифференциальными уравнениями для соответствующих видов (вращательного или поступательного) движения.

6.3.1. МАТЕМАТИЧЕСКИЙ МАЯТНИК

В разд. 6.1 - 6.2 движущееся тело было свободным, ограничения на компоненты его перемещения накладывались особенностью гравитационного поля Земли и выбором осей координат. Примером замкнутой системы с кинематическими связями могут быть плоские колебания математического маятника. Предполагается, что сосредоточенная в точке масса m подвешена на невесомой нерастяжимой нити длиной L и совершает движение по дуге окружности, т. е. имеет только одну степень свободы. Для простоты описания совместим начало координат с точкой подвеса (осью маятника), ось x направим к центру Земли, ось z - горизонтально в плоскости колебания (маятника). При начальных координатах (

) текущие координаты в любой момент времени удобно определить через изменение угла 

 между осью x и направлением нити



; 

 ; 

,     (6.3.1а)

а скорости и ускорения - через начальные или текущие координаты, а также угловые скорости и ускорения



;  

;  

;



;   

;  

. (6.3.1b)

Область определения переменных Лагранжа и Эйлера в этих уравнениях может включать массу m и частицы нерастяжимой нити. Точечная масса m совершает движение по дуге окружности с радиусом L


 ,

при этом



; 

.                              (6.3.1c)

При неизменной длине нити L кинетическая энергия маятника зависит только от угловой скорости



=

=

                       (6.3.2)

и её изменение за бесконечно малый промежуток времени составляет



 .                                  (6.3.3)

Изменение положения массы приводит к изменению потенциальной энергии 



=

 .                        (6.3.4)

Знак в правой части (изменение потенциальной энергии) зависит от выбора направления осей координат. В рассматриваемом случае положительные перемещения (dx>0) массы соответствуют уменьшению её потенциальной энергии и поэтому принят знак “минус”.
Так как другие виды энергии в данном движении не участвуют (сопротивлением среды пренебрегаем), из уравнения (3.4.8), которое приводится к виду



 ,                                 (6.3.5)

получаем дифференциальное уравнение колебаний математического маятника 



 .                                           (6.3.6)

Различные варианты его решения рассмотрены в работах [1-4]. При малых углах, когда

, 



                                            (6.3.7)

и решение можно записать в виде



 .                                           (6.3.8)

Для определения двух констант интегрирования С1 и С2 необходимы два условия. Если принять в качестве исходного вертикальное положение маятника, когда угол между осью x и направлением нити равен нулю, тогда его необходимо дополнить, например условием для скоростей 

 или положением маятника в любой другой момент времени. Более удобными являются начальные условия для одного из крайних положений маятника, когда угловая скорость обращается в ноль: при t = 0 :   

=

;    

. В этом случае решение соответствует периодическим колебаниям


 ,                                          (6.3.9)

где 

 - круговая частота колебаний. 

Подставляя функцию (6.3.9) в уравнения (6.3.1), получим текущие (эйлеровы) координаты (x, y), скорости (xt, yt) и ускорения (xtt, ytt) массы m, а через них и любые другие кинематические характеристики движения. В вертикальном положении (

 = 0, kt = 

) линейная и угловая скорости достигают максимального значения (|zt| = |

tL| = 

). Из полученного решения следует, что период малых колебаний математического маятника





 EMBED Equation.2  
                                     (6.3.10)

не зависит от массы m. Оценить точность решения можно по сравнению расчётных и экспериментальных значений, например периода колебаний при известной длине нити L . Соответствие результатов зависит от особенностей подвески и конструкции маятника, так как предположение о сосредоточенной в точке массе, как и об отсутствии сопротивления среды, является лишь идеализацией реальной действительности.
6.3.2. ФИЗИЧЕСКИЙ МАЯТНИК


Физическим маятником называют абсолютно твёрдое тело, совершающее под действием собственного веса плоские колебания вокруг неподвижной горизонтальной оси. 

Если ось вращения проходит через центр масс, тогда равномерное вращение не приводит к изменению кинетической энергии движения и потенциальной энергии положения тела (см. ур-ие 6.2). При отсутствии трения и сопротивления воздуха вращение может продолжаться неограниченно, как и прямолинейное движение тела по прямой (на горизонтальной плоскости) с постоянной скоростью. Поэтому при анализе колебаний физического маятника дополнительно предполагается, что ось вращения не проходит через центр масс С. 


Как и в предыдущем случае, совместим начало координат с осью вращения маятника, ось x направим к центру Земли, ось z - горизонтально. Маятник имеет одну степень свободы - угол 

 между осью x и плоскостью, проходящей через ось вращения и центр масс. Уравнения для текущих координат, скоростей и ускорений при повороте маятника на угол 

 совпадают с уравнениями (6.3.1) для математического маятника. В частности, частица с начальными координатами 

 и 

 займет положение



;  

                    (6.3.11)

и будет двигаться с компонентами скорости



; 

.(6.3.11а)

Область определения переменных Лагранжа соответствует некоторому объёму, в котором распределена масса маятника m. Кинетическая энергия вращательного движения



            (6.3.12)

зависит от осевого момента масс 2-го порядка JO относительно оси вращения, который в свою очередь зависит от положения центра масс С относительно этой оси



.                                           (6.3.13)

Изменение потенциальной энергии за счёт смещения частиц по оси x составляет
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.                       (6.3.14)

Суммарные изменения энергии за бесконечно малый интервал времени должны отсутствовать, тогда


.                             (6.3.15)
Получаем дифференциальное уравнение второго порядка вида



,                                     (6.3.16)

решение которого подобно приведенному выше (6.3.8). При начальных условиях 

t = 0 :   

=

;    

                                  (6.3.17)

решение отличается от приведенного для математического маятника (6.3.9) лишь периодом колебаний





 EMBED Equation.2  
  .                                   (6.3.18)

Уравнение (6.3.18) преобразуется к виду (6.3.9), если принять значения

J0 = mL2 ; LC = L ,                                      (6.3.19)

соответствующие массе, сосредоточенной в точке на расстоянии L от оси вращения. 

Если маятник изготовлен в виде рейки единичной толщины, шириной 2h и длиной L = L1 + L2, где L1 и L2 - длины частей рейки от торцов до точки подвеса (L1 > L2), тогда



;



 ; 

.                          (6.3.20)


Погрешность приведенного решения зависит не только от сопротивления среды и трения на поверхности оси, но и точности определения геометрических и инерционных характеристик маятника. Для сложных конструкций именно это решение нередко используют для экспериментального определения моментов масс J0 или JС .

6.3.3. ДВОЙНОЙ ПЛОСКИЙ МАЯТНИК


Двойной плоский маятник состоит из двух шарнирно соединённых недеформируемых твёрдых тел, например стержней ОА и АВ, каждый из которых можно характеризовать положением центра масс Ci, массой mi и осевым моментом масс 2-го порядка JCi. Точку подвеса совместим с началом координат системы отсчёта наблюдателя (точка О). Ось “х” направим вертикально вниз, ось “у” - горизонтально. При таком расположении осей область определения координат частиц, расположенных на прямых ОА и АВ, при колебании маятника в полуплоскости 

 определяется неравенствами



 ; 

 ;                                    (6.3.21)

где 

, 

 - расстояние между осями шарниров, 

 - длина второго стержня АВ.

Уравнения движения для частиц звена 1 аналогичны приведенным в (6.3.1) 



;    

.         (6.3.22)

Уравнения для компонент скорости и ускорения запишем через координаты, угловые скорости 

и ускорения 

частиц



; 

 ;



;   

 .        (6.3.23)

Частицы звена 2 вращаются относительно подвижной точки А, её начальные (

) и текущие (

) координаты входят в уравнения для координат



;



,                    (6.3.24)

компонент скорости и ускорения 



 ; 



 ;                   (6.3.25)



;



 ,

где 

 и 

 - угловые скорости и ускорения звена 2.

Изменение положения центров масс звеньев С1  и С2 и их скорости определяют потенциальную Еpi и кинетическую Eki энергию тел



 ; 

 ;                  (6.3.26)



 ; 

 ,

где m1, m2, JC1, JC2 - соответственно массы и центральные осевые моменты масс звеньев 1 и 2. 


В соответствии с законом движения (3.4.8) суммарное изменение во времени кинетической и потенциальной энергии должно обращаться в ноль






 = 0                                      (6.3.27)

Как и для физического маятника, положительные скорости xt центров масс соответствуют уменьшению потенциальной энергии и поэтому перед квадратной скобкой принят знак “минус”.

Рассматриваемая механическая система имеет две степени свободы, в качестве которых удобно принять угловые координаты 

 и 

 линий ОА и АВ. Приравнивая нулю множители при приращениях (угловых) обобщённых координат d

 и d

, получим систему линейных (относительно вторых производных 

 и 

) уравнений



 ; 

 ,                              (6.3.28)

коэффициенты которых определяются по соотношениям



 ; 

 ; 

 ;



 ;                   (6.3.29)



 .

Таким образом, как и следует из основного постулата механики [1-4], угловые, а следовательно и линейные, ускорения центров масс или любых других частиц звеньев 1  и 2 рассматриваемого маятника зависят только от положения частиц, а также их скоростей и определяются по уравнениям



 ; 

 .                 (6.3.30)

Дальнейшее аналитическое решение возможно лишь для простейших условий и конструктивных особенностей маятника. В частности, для математического маятника центр масс первого звена совпадает с точкой А, масса второго звена m2 и центральные моменты масс JC1, JC2, обращаются в ноль. В этом случае 

, 

, 

 и решение (6.3.28) преобразуется к виду (6.3.6).

В общем случае решение может быть получено численным способом, при этом дифференциальные уравнения заменяются их разностными эквивалентами, а процесс движения разбивается на отдельные этапы, на которых приращения функций являются малыми по сравнению с их фактическими значениями. В рассматриваемой задаче как угловые координаты (

), так и их скорости (

) могут принимать нулевые значения. Поэтому приращение времени 

 следует выбирать по принятому достаточно малому изменению фактических значений углов 

 вблизи крайних точек траектории точки А и по заданному приращению скорости 

 при прохождении точки А через ось “х”. 

В частности, если заданы начальные угловые координаты 

, 

 и угловые скорости 

, 

, тогда решение сводится к следующему алгоритму: по уравнениям (6.3.23) и (6.3.25) находим скорости точки А и центров масс, а затем, по уравнениям (6.3.28) - (6.3.30), угловые ускорения 

 и 

.

Для повышения точности расчётов целесообразно вычислять угловые скорости и координаты в конце первого этапа по уравнениям



 ; 

 ,               (6.3.31)

а на всех последующих этапах по уравнениям



 ; 

 .             (6.3.31а)


Если систему дополнить внешними механическими воздействиями, приведенными к обобщённым силам Fx1, Fy1 в точке Р1 для первого и Fx2, Fy2 в точке Р2 для второго звена, тогда уравнение (6.3.27) должно быть дополнено работой внешних сил



  .                    (6.3.32)

Принимая во внимание



, (6.3.33)

правые части уравнений (6.3.28) приобретают дополнительные слагаемые



 ;



,                     (6.3.34)

которые должны учитываться при решении практических задач.


В частном случае, для определения положения устойчивого равновесия системы, нагруженной в точке В горизонтальной силой F, с учётом Fx1= Fy1 = Fx2= 0, Fy2 = F, получаем 



 ; 

 ;



 ;



 ;



 .


В последних двух коэффициентах учтено, что угловые скорости обоих звеньев в рассматриваемом случае отсутствуют, т. е. 

. Должны отсутствовать и угловые ускорения, т. е. числители правых частей уравнений (6.3.30) должны обращаться в 0 при 

. Устойчивому положению равновесия соответствуют углы



 ; 

  ,

что совпадает с результатом, получаемым другими методами решения  аналогичных задач.

6.3.4. ДВОЙНОЙ ПРОСТРАНСТВЕННЫЙ МАЯТНИК


Пространственным будем называть маятник, когда оси вращения звеньев не параллельны и изменяются все три координаты частиц второго звена. Ниже рассмотрен случай, когда оси ортогональны: звено 1 совершает колебательные движения в плоскости xOz, а звено 2 - в плоскости xOy. Такой характер движения может быть получен, в частности, за счёт карданного подвеса второго стержня (вместо обычного шарнира для двойного плоского маятника).

Как и в предыдущем случае (см. разд. 6.3.3) точку подвеса (точка О) совместим с началом координат. Ось “х” направим вертикально вниз, оси “у” и “z” - горизонтально, чтобы они образовали правую систему координат. При таком расположении осей область определения текущих координат частиц (Эйлера) при колебании стержней ОА и АВ в полупространстве 

 определяется неравенствами



 ; 

 ; 

 , 

где использованы обозначения как в разд. 6.3.3: 

 - расстояние между осями шарниров или длина первого стержня, 

 - длина второго стержня.

Уравнения движения для частиц звена 1 отличаются от (6.3.22) обозначением осей и обязательным для пространственного описания третьим уравнением



;

 ;



.                                  (6.3.35)

Стержни предполагаются недеформируемыми, во времени изменяется только угол 

, компоненты скорости и ускорения изменяются в соответствии с уравнениями



; 

 ; 

 ;


; 

 ; 

 .  (6.3.36)

Уравнения для текущих координат частиц звена 2, которое вращается относительно подвижной оси, параллельной оси “z” и проходящей через точку А, совпадают по форме с уравнениями (6.3.24)



;



 ; 

 ,                   (6.3.37)

где 

 - угол отклонения прямой АВ от направления оси “х”. Однако для компонент скорости и ускорения с учётом (6.3.35), в отличие от (6.3.25), получаем



 ; 



 ;  

 ;        (6.3.38)



;



 ;



,

где 

 и 

 - угловые скорости и ускорения звена 2.

Обозначая положения центров масс звеньев С1 и С2, для приращения потенциальной dЕpi и кинетической dEki энергии с учётом 



 ; 

 ,

находим






 ,            (6.3.39)

где m1, m2 - массы звеньев 1 и 2, JC1 - осевой момент массы звена 1 относительно оси, проходящей через центр массы С1, JA - момент массы звена 2 относительно его оси вращения, проходящей через точку А. 

Как и в предыдущем случае, положительные скорости xt центров масс соответствуют уменьшению потенциальной энергии и поэтому в уравнении (6.3.39) изменение потенциальной энергии учтено со знаком “минус”.

Приравнивая нулю коэффициенты при приращениях угловых перемещений 

 и 

, получаем аналогичную (6.3.28) систему линейных относительно вторых производных 

 и 

 уравнений 



 ; 

 ,                              (6.3.28a)

из которых следует



 ; 

 ,                 (6.3.30а)

но коэффициенты определяются по соотношениям





 EMBED Equation.2  
; 



 ; 



 EMBED Equation.2  
 ;



 ;                   (6.3.40)



 .

В частном случае при L1 = 0 и m1 = 0 решение совпадает с полученным в предыдущем разделе при L2 = 0 и m2 = 0, когда оба маятника преобразуются в физический маятник, вращающийся вокруг оси “z” (см. разд. 6.3.2).
6.3.5. МАЯТНИКИ С УПРУГИМИ ЭЛЕМЕНТАМИ


Колебания некоторого недеформируемого тела с массой m возможны и за счёт перехода в кинетическую энергию движения потенциальной энергии упруго деформированного элемента, например в виде пружины растяжения - сжатия с линейной зависимостью обобщённой силы от изменения её длины



,                                     (6.3.41)

или квадратичной зависимостью потенциальной энергии состояния 



 ,                                   (6.3.42)

где С - жёсткость пружины (с размерностью Н/м = кг/с2).


Рассмотрим колебания сосредоточенной в точке массы m между двумя горизонтально расположенными цилиндрическими винтовыми пружинами, внешние концы которых закреплены неподвижно. Ось х направим вдоль осей пружин, начало координат совместим с одним из неподвижных концов. Потенциальная энергия гравитационного поля Земли остаётся неизменной. Массой пружин пренебрегаем. Причиной движения будет взаимный переход энергии упругой деформации пружин и кинетической энергии подвижной массы



 ; 

 ; 

 .      (6.3.43)

Их сумма не должна изменяться во времени



 

или

 

.                         (6.3.44)

С учётом обозначения



,                                              (6.3.45)

после сокращения на 

 получаем дифференциальное уравнение второго порядка 



,                                    (6.3.46)

решение которого можно представить в виде



.                                     (6.3.47)

При этом скорости и ускорения изменяются по уравнениям



 ; 

.                      (6.3.48)

В начальный момент времени при t = 0 имеем



 ; 

 ; 

,                      (6.3.49)

в момент времени 

, 



 ; 

; 

.

Отсутствию скорости соответствует и момент времени 

, когда



 ; 

; 

.

Таким образом, колебания происходят с амплитудой “2А” и периодом 



 .                                  (6.3.50)


Если пружина длиной L расположена вертикально, т. е. груз с массой m подвешен на пружине с жесткостью С, тогда его колебания определяются тремя энергетическими факторами: кинетической энергией (движения)



,

потенциальной энергией положения (в гравитационном поле Земли)




и энергией состояния (потенциальной энергией упругой деформации пружины)



 .

Из общего уравнения движения (3.4.1), которое принимает вид



 ,

получаем дифференциальное уравнение второго порядка



.                                 (6.3.51)

Его решение можно представить в виде



,                                  (6.3.52)

при этом скорости и ускорения определяются по уравнениям



 ; 

.           (6.3.53)

В качестве начального момента времени принято t = 0, когда



 ; 

 ; 

.                      (6.3.54)

Наиболее характерные точки траектории можно найти и без анализа дифференциального уравнения движения (6.3.51). Действительно, в крайней нижней точке xm кинетическая энергия движения обращается в 0, из условия равенства общего изменения потенциальных энергий положения и состояния находим



.
Состоянию устойчивого (статического) равновесия должно соответствовать положение груза, когда не только отсутствует его кинетическая энергия, но и обобщённые силы положения и состояния (при отсутствии обобщённых сил инерции) равны по величине, т. е. при 

, откуда



.

Таким образом, колебания происходят с амплитудой и периодом



;   

 .                      (6.3.55)

При колебании математического маятника массой m0 на упруго деформируемом прямолинейном стержне длиной L0 и массой m1 расстояние частиц от оси вращения в процессе движения изменяется. Будем считать деформацию стержня однородной по его длине. Переменные Лагранжа определяют расстояние l0 и угол 

 в начальном состоянии



 ; 

 .
Аналогичным образом можем записать для произвольного момента времени



 ; 

 .

Последние уравнения можно преобразовать, например 



,

и уравнения движения принимают вид



 ; 

 .       (6.3.56)

Если отношение 

 для всех частиц стержня не изменяется, их объём увеличивается одинаково, отношение (1.3.10) составляет



                    (6.3.57)

и зависит от угла 

 отклонения стержня от вертикали, так как


 ,

где коэффициент k характеризует упругие свойства стержня (пружины). 

Для компонент скорости можно записать



 ; 

 ,

или



 .

Таким образом кинетическая энергия всех частиц упругого стержня будет



            (6.3.58)

при кинетической энергии груза (массой m0)



 ,                   (6.3.59)

энергии упругой деформации стержня



,                           (6.3.60)

и изменении потенциальной энергии груза и стержня



 ; 

 .  (6.3.61)

Последний интеграл удобно определить с помощью подстановки 



 .

Принимая во внимание



 ,

после интегрирования получим



. (6.3.62)

Уравнения (6.3.58) - (6.3.62) учитывают изменение всех видов энергии и теперь можно записать общее энергетическое уравнение движения (3.4.8) для рассматриваемой системы, которая имеет одну степень свободы (угол 

). В итоге получаем дифференциальное уравнение 2-го порядка для углового ускорения, которое при отсутствии деформации стержня (

,

) и m0 = 0 преобразуется к виду (6.3.16).


Аналогичным образом может быть проведен анализ других видов движения твердых тел с наложенными кинематическими связями, например при их скольжении по наклонной плоскости.

6.4. ЦЕНТРОБЕЖНЫЙ РЕГУЛЯТОР 
Во всех рассмотренных выше решениях понятие обобщённых сил не использовалось. Для снаряда в качестве граничных условий были заданы не силы, а его кинетическая энергия движения (скорость). Но так как в каждом из них получены выражения для изменения различных видов энергии (положения и движения), не представляет трудностей найти множители соответствующих перемещений и, следовательно, обобщенные силы для любого момента времени. 

Например, для свободно падающего тела соответствующие множители определяют гравитационную (Fg =- mg) и инерционную (

) силы, равные по модулю весу тела P = mg. Такие же силы имеют место при полёте снаряда. Горизонтальная составляющая инерционной силы отсутствует (

), как и сопротивление воздушной среды.


Обобщённые силы преобразуются при повороте осей координат по правилам векторной алгебры, т. е. их проекции зависят от выбора осей координат, неизменным остаётся только их модуль (длина вектора).

Центробежный регулятор состоит из массивных шаров, закрепленных на шарнирах рычажной системы (возможно с муфтой), вращающейся вместе с валом относительно вертикальной оси. При увеличении числа оборотов кинетическая энергия шаров возрастает, они стремятся увеличить радиус вращения и поднимают муфту, связанную с исполнительными органами регулируемой машины или, например, датчиком прибора для измерения угловой скорости (тахометра). 

В данной задаче внешние воздействия предполагаются непрерывными в виде притока энергии к приводному валу, ось которого совпадает с осью z. Изменение притока энергии или нагрузки приводит к возникновению угловых ускорений.

Носителями массы считаются шары и муфта, массой других элементов (рукоятки, рычаги и пр.) пренебрегаем. 
Шары совершают сложное движение, состоящее из относительного вращательного вокруг оси подвески шаров (с углом 

), удалённой на расстояние e от вертикальной оси вращения регулятора



 ; 

 ; 

 ,      (6.4.1)

и переносного вращательного вокруг оси z (с углом 

)





 EMBED Equation.2  
;  

 ; 

  .        (6.4.2)

Используя принцип суперпозиции (см. разд. 1 - 2), получаем уравнения составного движения в переменных Лагранжа


;



 ;



 .                                 (6.4.3)

Дифференцируя по времени, находим компоненты вектора скорости в переменных Лагранжа



 - 

 ;



-

-

 ;



 ,                (6.4.4)
и в переменных Эйлера





 EMBED Equation.2  
 ;





 EMBED Equation.2  
 ;


.                       (6.4.5)

После повторного дифференцирования по времени уравнений (6.4.5) получаем ускорения (в переменных Эйлера)



 ;



 ;



 ;

или, принимая во внимание уравнения для скоростей, 





;





 ; 



 .   
Компоненты вектора ускорения 

 и 

 в переменных Лагранжа не приведены в связи с громоздкостью получаемых выражений.

Уравнения движения частиц муфты отличаются от уравнений (6.4.3) отсутствием радиальных перемещений и имеют вид 



;



 ;   

 ,            (6.4.6)

где b - длина рычагов системы подвески шаров.


Уравнения (6.4.3) - (6.4.6) позволяют найти потенциальную энергию положения и кинетическую энергию движения, а также их изменение, а следовательно и обобщённые силы при любых режимах работы регулятора, в том числе на этапах разгона и торможения приводного вала. 


Так как шары и муфта имеют по 2 степени свободы (угловые координаты 

 при вращении относительно осей z и подвески рычагов), для рассматриваемой системы можно найти, кроме гравитационной силы, два момента, определяющих изменение энергии движения на указанных угловых перемещениях.

Для определения положения шаров регулятора на установившихся режимах работы, т. е. при отсутствии углового ускорения 

, когда и угловая скорость 

 обращается в ноль, достаточно сравнить приращения значений этих двух видов энергии.


Кинетическая энергия движения состоит из энергии поступательного движения по окружности с линейной скоростью 

 двух шаров и вращательного движения кольцевой муфты. Предполагая, что масса муфты m1 расположена на расстоянии е от оси вращения приводного вала, получаем 



 .                              (6.4.7)
Энергия положения изменяется только за счёт поворота рычагов относительно оси подвески и её изменение по сравнению с исходным состоянием составит для шаров



 ,                (6.4.8)

и для муфты



 .                                  (6.4.9)

Принимая в качестве начальных координат шаров 

 и 

 (L - длина рычагов подвески шаров), получим



 .                (6.4.10)

Сумма приращений энергии (6.4.7) и (6.4.10), в соответствии с уравнением (3.4.8), должна обращаться в ноль



+

.

Так как на установившейся стадии 

, отсюда получаем уравнение для положения шаров регулятора в зависимости от угловой скорости 



 ,                                         (6.4.11)
которое совпадает с решением этой задачи с помощью общего уравнения динамики и другими методами [2-4].

В системах с недостаточным числом кинематических связей и дополнительными степенями свободы (маятник с промежуточным шарниром), как и в деформируемых системах, фактическое движение должно обеспечивать отсутствие приращения энергии на виртуальных перемещениях, т. е. равнодействующая приведенных обобщённых сил должна обращаться в 0.

6.5. ДИНАМИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ МЕХАНИЗМОВ И МАШИН

Одним из основных назначений механизмов является передача энергии от приводного вала к исполнительным органам для совершения определенных технологических операций (транспортировка груза, штамповка деталей и пр.). Как правило, передаваемая энергия на несколько порядков превышает изменение потенциальной энергии положения и состояния (деформации) даже в режиме холостого хода. Таким образом, из 5 слагаемых в уравнении (3.1.11) при анализе работы механизмов следует учитывать только две: энергию движения и внешних воздействий.

Так как движение частиц всех звеньев механизма строго определено кинематическими связями, целью динамического анализа является определение не закона движения, как в предыдущих задачах, а энергетических затрат или обобщённых сил, действующих в шарнирах или сечениях звеньев механизма.

Действительно, при работе механизма скорости составляющих его частиц и их кинетическая энергия движения циклически изменяются в соответствии с уравнениями, приведенными в разд. 2. Суммарная кинетическая энергия движения всех элементов механизма не остаётся постоянной не только на этапах разгона и торможения, но и при постоянной скорости вращения кривошипа. Это приводит к возникновению динамических нагрузок как в узлах соединения смежных звеньев, так и на приводном валу. Их уменьшение возможно за счёт перераспределения масс звеньев, специально предусмотренных маховиков, балансиров, в том числе подвижных, и других способов и устройств, предназначенных для снижения динамических факторов.

6.5.1. КИНЕТИЧЕСКАЯ ЭНЕРГИЯ ЗВЕНЬЕВ МЕХАНИЗМА

При известных кинематических характеристиках движения элементов механизма расчёт кинетической энергии и её изменения на любой фазе цикла, т. е. при любом положении кривошипа, не представляет трудностей. Движение любого из элементов шарнирного (рычажного) механизма можно отнести к одному из трёх (см. разд. 1) типов: поступательное, вращательное и составное (сложное). 

Кривошипы и коромысла совершают вращательное движение относительно неподвижной оси. Их кинетическая энергия (см. ур. 5.2.15) зависит от угловой скорости 

 и момента массы 2-го порядка 

 относительно оси вращения О 



 ,                                 (6.5.1)
а мощность инерционных сил - от угловой скорости 

 и момента МО 



  ;    

 .                                 (6.5.1а)

Ползуны движутся поступательно, их кинетическую энергию определяют масса m и скорость центра масс vC 



 .                                           (6.5.2)
Мощность удобно записать через компоненты сил инерции Fi и скорости xi,t 




 EMBED Equation.2  
 ;     

.             (6.5.2а)

Поступательное движение отдельных элементов механизма может быть обеспечено либо прямолинейными направляющими, либо независимыми двигателями, как например в конструкциях роботов.

Шатуны совершают составное (плоско - параллельное) движение, их кинетическую энергию движения можно определить по общей формуле (5.2.10)
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 ,                                 (6.5.3)

где JC - момент массы 2-го порядка относительно оси, проходящей через центр масс С. Для мощности соответственно получаем
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.                                 (6.5.3а)

Знаки моментов MC и сил Fi совпадают со знаками линейных или угловых ускорений, соответственно.

Уравнения (6.5.3) - (6.5.3а) справедливы для любого движущегося абсолютно твёрдого тела и преобразуются к виду (6.5.1) для звена, вращающегося относительно неподвижной оси, если принять во внимание зависимость между моментами масс (см. разд. 4)



.                                     (6.5.4)

Уравнения (6.5.1) - (6.5.4) позволяют учесть особенности каждого конкретного механизма, но для описания его работы с помощью уравнения (3.4.8) необходимо дополнительно рассмотреть внешние воздействия и заменить их обобщёнными силами. 

Например, привод коленчатого вала кривошипного пресса может состоять из электродвигателя, ременной передачи, маховика, муфты сцепления. С другой стороны, к ползуну пресса крепятся подвижные части сменных штампов. При сближении их с нижней (неподвижной) частью, закрепляемой на столе пресса, происходит обработка давлением, например осадка цилиндрической заготовки. По мере уменьшения её высоты усилия возрастают и могут достигать критических для пресса значений. Если мощность привода мала, ползун остановится и произойдёт “заклинивание” пресса. Если же мощность двигателя будет завышена, может произойти поломка штампа или деталей привода.

Стремиться к анализу изолированных систем, включающих все перечисленные элементы, не обязательно. Можно обойтись более простыми приближенными моделями. Точность решения будет зависеть от выбора обобщённых сил на границах анализируемой системы. 

Например, для рассматриваемого кривошипного пресса можно отбросить двигатель, ременную передачу, маховик и муфту включения, заменив их некоторым моментом М0 на приводном валу, который совершает вращательное движение вокруг неподвижной оси. Со стороны потребителя энергии можно отбросить сменные части штампа и действующие на ползун технологические нагрузки заменить сосредоточенной силой 

, приведенной к центру торцевого сечения ползуна. Уравнение (3.4.8) принимает вид



 .                              (6.5.5)

Вместо приращений энергии удобно пользоваться скоростью их изменения в форме уравнения (3.4.2)



 ,                              (6.5.6)

где



 .                        (6.5.7)

Последнее уравнение можно записать, с учётом понятия сил и моментов (пар сил) инерции (разд. 5.2.2), в векторной



                             (6.5.8)

или скалярной форме



 .                            (6.5.8а)

В соответствии с уравнением (6.5.5) скорость изменения кинетической энергии 

 системы определяет разность мощностей внешних сил на приводном и выходном звеньях механизма. Если известны технологические силы 

, тогда момент на приводном валу 

 должен обеспечивать сумму затрат мощности на изменение кинетической энергии системы и мощности внешних технологических сил 

 на скоростях их перемещения 

. 

Если же, напротив, механизм предназначен для преобразования поступательного движения поршня (например, двигателя внутреннего сгорания) в вращательное движение коленчатого вала, тогда уравнение (6.5.5) позволяет найти момент на выходном валу двигателя. 

Динамический анализ механизмов позволяет решать следующие задачи: 

а) определение энергетических затрат на приводном валу по заданным технологическим нагрузкам и особенностям конструкции механизма (размерам, массам и пр.), например при выборе электродвигателя;

б) определение предельно достижимых механизмом технологических нагрузок по известной мощности привода и особенностям конструкции механизма (при выборе оборудования для выполнения технологического процесса, например штамповки); 

в) проверка прочности элементов механизма по величине приведенных к этому элементу обобщённых сил (проверочный расчёт).

Пример динамического анализа шарнирно - рычажного механизма приведен в прил. 3, а расчёт деформации отдельных элементов - в разд. 7.

При выполнении всех видов расчёта целесообразно по возможности уменьшать размеры анализируемой системы, заменяя отбрасываемые части энергетически эквивалентными обобщёнными силами и моментами.

6.5.2. УСИЛИЯ И МОМЕНТЫ В ШАРНИРАХ И ЗВЕНЬЯХ

Механизмы являются достаточно универсальными средствами передачи энергии от источников к потребителям. Технологические нагрузки и характер их действия могут изменяться при смене операций (гибка, пробивка и пр.), размеров обрабатываемого изделия, его материала, режима обработки, например температуры штамповки, и пр.

Переход от фактических взаимодействий с отбрасываемыми подсистемами к энергетически эквивалентным обобщённым силам и их перемещениям позволяет математически строго поставить задачу о движении рассматриваемой замкнутой системы и сформулировать необходимые для решения уравнения (3.4.8) граничные условия. 

Так как механизмы имеют, как правило, один привод (источник энергии), удобно воспользоваться уравнением энергетического баланса в форме (3.4.11), которое можно интерпретировать как принцип Даламбера - Лагранжа [3]: при движении механической системы с идеальными связями в каждый момент времени сумма элементарных работ всех приложенных активных сил и всех сил инерции на любом возможном перемещении системы равна нулю.

Чтобы найти проекции усилия, действующего на любой шарнир, необходимо расчленить механизм по этому шарниру на отдельные взаимодействующие части. Тогда приращение всех видов энергии для системы в целом 



                               (6.5.9)
можно записать в виде суммы приращений для каждой из подсистем 
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 .

Заменяя действие отброшенной части обобщёнными силами внешних воздействий Q, для каждой из них получим



 ;                           (6.5.10)


.                         (6.5.10а)
Суммируя и сравнивая результат с исходным, при условии равенства обобщённых координат на границе раздела, получаем математическую форму 1 - го закона Ньютона: на линейных перемещениях действие равно противодействию Q12 = - Q21 


.                       (6.5.11)
Однако угловые перемещения разделяемых частей, например в шарнирных соединениях (см. ниже), могут быть различными. Тогда и моменты, как обобщённые силы на этих угловых перемещениях, из условия равенства передаваемой мощности должны быть различны.

Начинать расчёт сил целесообразно со стороны той части, где все остальные воздействия, а следовательно и скорости изменения энергии (кинетической, потенциальной и пр.) известны. 

Рассмотрим методику расчёта усилий и моментов в шарнирах рычажного механизма на примере привода кривошипного пресса, ползун которого перемещается вдоль оси х. Будем считать действующие на ползун вдоль этой же оси технологические усилия QP, приведенные к полюсу Р , заданными. Тогда движение частиц всех звеньев механизма определяют уравнения, приведенные в разд. 2.1.1, а энергетический баланс - уравнение (5.3.2)



 .                     (6.5.12)
В разд. 5.3 для этого механизма определены обобщённые силы внешних воздействий, используемые для энергетических расчётов. Ниже основное внимание уделено усилиям в шарнирах, необходимым для расчётов на прочность.
По определению (см. разд. 5.3) обобщённые силы в шарнире В должны обеспечивать эквивалентность энергетических изменений в рассматриваемой системе после замены ползуна и действующих на него технологических нагрузок QP. Для этого запишем изменение кинетической энергии ползуна (предполагается его масса известной, а центр масс - совпадающим с осью шарнира) через скорость и ускорение оси шарнира 

 

   ;                              (6.5.13)

и, учитывая dxB = dxР  для поступательного движения ползуна, представим уравнение (6.5.12) в виде
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 .                     (6.5.14)
Таким образом, обобщённая сила 

, приведенная к оси шарнира В соединения шатуна и ползуна, энергетически эквивалентна направленной вдоль оси “х” сосредоточенной силе, отличающейся от технологической силы QP на величину силы инерции ползуна 




 ;  

.                    (6.5.15)

Но, как отмечено в разд. 5.3, в этой точке может действовать пассивная сила, определяемая по уравнению (5.3.16). Полное усилие в шарнире В составит 



.                                  (6.5.16)

Чтобы найти силы, приведенные к оси шарнира А, необходимо дополнительно записать через кинематические и инерционные характеристики приращение кинетической энергии шатуна



                            (6.5.17)

и перейти от скоростей и ускорений центра масс С и оси В 
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   (6.5.18)
к скоростям и ускорениям оси А в соответствии с уравнениями движения шатуна. Для оси В имеем (см. разд. 2.1)



;



 ;                   (6.5.19)


.

Аналогичным образом для скоростей и ускорений центра масс получаем

 

;   

 ;



;   

 .

Обобщённые силы определяют множители приращений линейных и угловых координат точки А
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 ,             (6.5.20)
где



; 

 ;                       (6.5.21)



 ;    

 ;                 (6.5.22)



.  (6.5.23)

Так как шарнирные соединения не могут передавать момент, изменение энергии, определяемое вторым слагаемым в уравнении (6.5.20), передаётся на кривошип ОА через момент пары сил, возникающих в шарнирах А и В. Численно он должен быть равен моменту (6.5.23), но направлен в противоположную сторону. В шарнире В сила должна быть ориентирована только ортогонально скорости перемещения ползуна (иначе изменилось бы значение правой части уравнения 6.5.14). В рассматриваемом случае в шарнире В появляется вертикальная компонента



.

Аналогичную ориентацию, но в противоположную сторону, получает реактивная сила в шарнире А



.

При определении момента на приводном валу значение правой части уравнения (6.5.20) при расчёте через 

 или пару сил 

 не изменяется (см. прил. 3).

Приведенные значения обобщённых сил относятся к точке А, принадлежащей пространству переменных Лагранжа шатуна. Но точка с такими же значениями координат принадлежит и пространству переменных Лагранжа кривошипа. Для этой точки уравнение (6.5.20) имеет вид
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 .           (6.5.24)
Так как линейные перемещения точки А одинаковы как в пространстве шатуна, так и в пространстве кривошипа, силы Fi, приведенные к оси А, одинаковы



 ;      

.                         (6.5.25)

Моменты в пространствах шатуна и кривошипа различны и связаны соотношением 



 ,                            (6.5.26)

так как (см. ур-ие 2.1.30)



 .

Последующая замена компонент скорости точки А кривошипа на её координаты и угловую скорость позволяет привести все действующие инерционные и внешние силы к оси О 



 ; 

.

Рассмотренная методика основана на понятии обобщённых сил. Аналогичным образом силами и моментами, приведенными к любой точке, могут быть заменены отбрасываемые элементы любого механизма. 
Алгоритм расчёта обобщённых сил, энергетически эквивалентных условно отбрасываемым (расположенным по одну сторону от точки приведения) элементам и внешним воздействиям, сводится к следующим этапам: кинематический анализ (см. разд. 2), расчёт инерционных характеристик звеньев (см. разд. 4), моментов MC и сил F инерции, приведенных к центрам масс звеньев (см. разд. 5.2.2, ур - ия  6.5.1 - 6.5.4), последовательный переход от заданных внешних обобщённых сил QP , MP к центрам шарниров по общему правилу: проекция силы в каждом из направлений равна алгебраической сумме проекций всех сил (инерции и внешних воздействий) на это направление, расположенных между новой точкой приведения и отбрасываемыми внешними силами



.                            (6.5.27)

 Для моментов это правило должно быть дополнено: обобщённый момент в любой точке равен алгебраической сумме моментов (пар сил) инерции всех отбрасываемых звеньев механизма (между точкой приведения и внешними воздействиями), а также моментов внешних сил и сил инерции, приведенных к центрам масс звеньев, относительно точки приведения.

Если отбрасываемой звено (шатун АВ) рассматривать как изолированное тело, тогда, в соответствии с уравнением (6.5.11) или принципом равенства действия и противодействия, знаки обобщённых сил на шарнире А должны быть изменены на обратные, так как они должны быть внешними по отношению к этому звену. При этом сумма всех сил (векторная или в проекциях на любую ось), действующих на это звено, обращается в 0, т. е. должна удовлетворять общепринятым условиям статики или, с учётом инерционных сил, принципу Даламбера [1 - 4].
Для шарнирных соединений моменты компенсируются энергетически эквивалентными парами сил, ориентированными ортогонально скорости перемещения заменяемой обобщёнными силами кинематической связи. Для шарнира А такой связью является горизонтальное перемещение точки В. 

При замене момента парой сосредоточенных сил для выполнения условий статики должны быть изменены знаки обеих (пассивной 

 и активной 

) сил.
Полное усилие, действующее на оси шарниров, отличается от обобщённых сил (6.5.27) возможными дополнительными пассивными 

 и реактивными 

 силами. В общем случае их проекции и модуль определяются по уравнениям (см. ур-ия 5.3.16) 


;  


;            (6.5.28)



 .

Подробнее методика расчёта сил в шарнирах рассмотрена в прил. 3.
Таким образом, усилия в шарнирах механизмов, наряду с внешними силами, определяются инерционными силами, моментами (пар сил) инерции и моментами сил инерции заменяемых этими математическими образами частей механизма.

Каждая из обобщённых сил и их проекции содержат две группы слагаемых, зависящих либо только от угловой скорости, либо только от углового ускорения кривошипа. При установившемся режиме работы механизма вторая группа слагаемых обращается в ноль. Такие решения соответствуют результатам, получаемым с использованием принципа возможных перемещений [1-4].

Технические способы реализации моментов MР, приведенных к осям шарниров, не ограничиваются парами сил, как в рассмотренном выше кривошипно - ползунном механизме, и зависят от особенностей механизма. При отсутствии направляющих каждый из приведенных моментов может обеспечиваться автономным приводом, как на приводном валу, или другими способами.

Для расчёта сил в объеме звеньев необходимо разделить рассматриваемое звено на отдельные части, определить положение центра тяжести, моменты масс, изменение кинетической энергии в каждой из разделенных частей и в дальнейшем использовать общую методику, т. е. можно считать каждую из частей самостоятельным звеном с условным шарниром без относительного смещения его поверхностей.

Определённые таким образом силы и моменты могут быть использованы для расчёта деформаций и оценки прочности звеньев механизма по различным методикам, например принятым в курсе “Сопротивлением материалов”.
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