МЕХАНИКА                                                                  АЛЮШИН Ю.А.


5. ОБОБЩЁННЫЕ СИЛЫ ПРИ ДВИЖЕНИИ АБСОЛЮТНО ТВЁРДЫХ ТЕЛ
Обобщёнными силами в механике называют [1-4] коэффициенты Qi при разложении приращения (обобщённой скалярной функции) энергии по обобщённым координатам dqi


 ,                                         (5.1)

При движении твёрдых тел законы движения (3.4.1) - (3.4.2) могут содержать три слагаемых, ассоциируемых с энергией положения, движения и внешних взаимодействий. Приращению каждого вида энергии будут соответствовать обобщённые силы, которые будем называть соответ-ственно потенциальными (положения), инерционными и внешними. Наименование потенциальных сил, связанных с изменением положения тела, в каждом конкретном случае может быть уточнено по характеру создающих их полей, например магнитные, электрические или гравитационные.

Как отмечено в разд. 3, выбор обобщённых координат в общем случае неоднозначен и для каждого вида энергии они могут быть различными. Если в качестве обобщённых координат принять угловые перемещения тела 

 и линейные 

 перемещения некоторой его частицы или точки, связанной с этим телом пространством переменных Лагранжа, обобщённые силы Fi и Mi 



 = 

                         (5.2)

эквивалентны по размерности, а также связывающим их соотношениям, общепринятым силам и моментам, относящимся к основным понятиям механики [1 - 4]. В дальнейшем будут использованы оба получивших широкое распространение термина, но с учётом нового энергетического смысла этих функций: в соответствии с уравнением (5.2) векторы F и M или их компоненты Fi и Mi определяют интенсивность изменения различных видов энергии тела (системы) на линейных или угловых перемещениях соответствующих точек. 

Применение установившейся терминологии тем более допустимо, что из условия инвариантности приращения различных видов энергии по отношению к выбору полюса при определении приращений энергии движущихся абсолютно твёрдых тел обобщённые силы F и M, приведенные к различным полюсам, преобразуются по уравнениям, совпадающим с обычными условиями статики для сил и моментов. 

Выбор полюса при определении обобщённых сил для каждого вида энергии может быть произвольным. Вместе с тем, чтобы силы F и моменты M, характеризующие изменение различных видов энергии, были эквивалентными и с ними можно были бы выполнять различные математические операции, целесообразно выбирать общие для всех видов энергии обобщённые координаты, например углы 

 поворота тела и линейные 

 перемещения центра масс.

       Ниже рассмотрены способы определения интегральных обобщённых сил (сил Fi и моментов  Mi) при движении абсолютно твёрдых тел для различных видов энергии, а также их преобразование при переходе от одной системы обобщённых координат к другой. Локальные обобщённые силы для деформируемых систем будут рассмотрены в разд. 7.2.

С учётом сделанных выше замечаний будем различать соответственно потенциальные (положения), инерционные и внешние  силы и потенциальные (положения), инерционные и внешние моменты. В качестве энергии положения рассмотрена потенциальная энергия гравитационного поля Земли, которая чаще других используется в практических расчётах.
 5.1. ОБОБЩЕННЫЕ СИЛЫ ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ЭНЕРГИИ ПОЛОЖЕНИЯ

Изменение энергии положения, например в гравитационном поле Земли, зависит от величины и направления вектора перемещения (3.1.1) или, при соответствующем выборе направления осей, от изменения только одной из координат. Следовательно, объёмные взаимодействия эквивалентны силам, направленным вдоль вектора - градиента 

 порождающего эти силы скалярного потенциального поля [1-4].

        Действительно, с учётом уравнений (3.1.5) изменение потенциальной энергии положения тела с массой m в потенциальном силовом поле П(хi) зависит от величины и направления перемещений 

 частиц тела по отношению к направлению градиента скалярного потенциального поля 

 = gradП 



 .                            (5.1.1)

Интегрирование уравнения (5.1.1) приводит к моментам массы 1-го порядка (4.2.5) и в результате получаем скалярное произведение векторов смещения центра масс d

 и 

 



 .                                  (5.1.2)
Для гравитационного поля Земли вектор 

 совпадает с вектором ускорения свободного падения 




 .                         (5.1.2а)
Если одна из осей координат направлена вдоль градиента 

 потенциального поля, например гравитационного или магнитного, энергия положения будет зависеть от изменений соответствующей координаты. Такая методика обычно используется при определении потенциальной энергии положения в гравитационном поле Земли





 EMBED Equation.2  
,                                 (5.1.3)
где dh = dzC - изменение высоты или координаты центра тяжести тела массой m над уровнем Земли.

Таким образом обобщённая гравитационная сила равна весу тела

Fp=mg,                                              (5.1.4)
а приращение энергии dEp определяется по изменению соответствующей координаты центра массы dzC. Это даёт основание считать центр масс точкой приложения (или приведения) веса или обобщённой силы Fp энергии (потенциальной) положения.

5.2. обобщённые силы ИНЕРЦИИ В ТВЁРДЫХ ТЕЛАХ

Обобщённые силы инерции зависят от изменения кинетической энергии движения (3.1.8) и во многих случаях являются наиболее важными. Они определяют траекторию движения тела, если заданы внешние воздействия, или необходимые энергетические затраты, если траектории заданы, например в механизмах различного типа. Вместе с тем, они зависят от интегральных моментов масс 1-го и 2-го порядков (4.2.5) - (4.2.6) и в общем случае движения приводятся к совокупности функций, ассоциируемых, как показано ниже, с используемыми в классической механике сосредоточенными силами (F) и моментами (M). 

Переходя к принятой в настоящей работе терминологии, первые (F) следует называть силами инерции, тогда вторые (M) - естественно, моментами инерции. Однако последний термин (“момент инерции”) используется в курсе “Сопротивление материалов” [12 - 13] для обозначения геометрических характеристик плоских сечений, а в курсе “Теоретическая механика” [1-4] - для величин, которые в данной работе предложено называть “моментом масс 2-го порядка” (см. разд. 4). Для большей определенности в дальнейшем различные по размерности обобщённые силы инерции будем называть интенсивностями изменения кинетической энергии движения на линейных (F) и угловых (M) перемещениях. Однако для краткости будут также использованы термины силы инерции (F) и моменты пары сил инерции (M). Последний термин заимствован из работы [14] как наиболее близкий из используемых в настоящее время к предлагаемому. 

5.2.1. ЭНЕРГИЯ ДВИЖЕНИЯ ТВЁРДЫХ ТЕЛ

В соответствии с определением [1-4], кинетическая энергия движения системы частиц в объёме тела V с плотностью 

 пропорциональна квадрату их скорости 

 



                                  (5.2.1)

и, если механизм состоит из нескольких звеньев, может быть определена, в соответствии со свойствами интеграла, через сумму кинетических энергий составляющих его элементов



 .                                 (5.2.2)

     Для простоты рассмотрим произвольное плоско - параллельное движение твердого тела. Уравнения движения частиц запишем через координаты некоторой точки (xP, yP), которую будем называть полюсом P. Её координаты в пространстве переменных Лагранжа соответственно будут (

). Полюс в общем случае не совпадает с центром фигуры (xV, yV) или центром масс (xC, yC). При повороте прямой, соединяющей рассматриваемую частицу с координатами (

) с полюсом, на угол 

 текущие координаты частицы (х, у) определяются уравнениями движения 



;                    (5.2.3)



.


Число независимых между собой величин, которые однозначно определяют положение тела или системы тел, в механике называют [1-4, 7, 10] числом степеней свободы. Из уравнений (5.2.3) следует, что для однозначного описания положения (уравнений движения) произвольной частицы с переменными Лагранжа 

 в общем случае плоско - параллельного движения абсолютно жесткого (недеформируемого) тела необходимо знать три обобщённые координаты: линейные перемещения полюса (координаты полюса xp, yp) и поворот тела относительно оси, проходящей через полюс (угол поворота 

). 

Для деформируемых частиц это понятие обычно не используют, но в разд. 1 показано, что для однозначного определения положения и состояния частицы необходимы ещё 4 (для плоского движения) производных из матрицы (1.3.6).


Выбор обобщённых координат, как и полюса для описания уравнений (5.2.3), неоднозначен и связан с энергетической интерпретацией понятия сил и моментов, а также их преобразованиями при переходе от одного полюса к другому (см. разд. 5.2.2, 5.3).

Дифференцирование соотношений (5.2.3) по времени позволяет определить скорости произвольной частицы через обобщённые координаты и скорости



;   (5.2.4)



.

С учётом общего уравнения (5.2.1) для кинетической энергии в случае плоско - параллельного движения получаем 


,                                                  (5.2.5)
где подынтегральная функция, принимая во внимание уравнения (5.2.3) - (5.2.4), может быть задана через переменные Лагранжа или Эйлера 



.     (5.2.6)

Преобразуем правую часть уравнения к виду






 .
Переходя от моментов масс 1 - го порядка к координатам центра масс


 ; 

,                                  (5.2.7)

после интегрирования находим 






.
С учётом обозначений разд. 4 и понятия осевого момента массы JP


, 

можно окончательно записать



 .            (5.2.8)

Таким образом, для определения кинетической энергии тела необходимо знать положение центра масс C(xC, yC) и его скорость, а также момент массы тела JP относительно оси, проходящей ортогонально плоскости вращения через полюс Р. Как показано в разд. 4, его величину можно найти через осевой момент массы JC относительно параллельной оси, проходящей через центр масс С



.                (5.2.9)

Наиболее простой вид уравнение (5.2.8) принимает для случая, когда полюс совпадает с центром масс (i)P = (i)C , (xi)P = (xi)C , 



 .                                     (5.2.10)

Причём этот результат может быть получен из уравнения (5.2.8) как с учётом соотношения между скоростями полюса Р и центра масс С



;   

 ,   (5.2.11)

так и за счёт равенства значений координат точек Р и С.


Особо следует отметить, что моменты масс JP или JC могут быть вычислены как по начальной (t = 0), так и по текущей конфигурации тела, так как в любой момент времени (см. ур-ия 5.2.3)



.                 (5.2.12)

Численно результат расчёта кинетической энергии при выборе любых точек в качестве полюса будет всегда одинаковым. Для кривошипа в качестве полюса удобно выбрать неподвижную ось вращения, тогда первое слагаемое в уравнении (5.2.10) обращается в 0.

Любое пространственное движение твёрдого тела в произвольный момент времени можно рассматривать в специально выбранной системе координат как плоское. Инвариантная форма уравнения (5.2.10) позволяет распространить его на пространственные движения тел [1-4]. Как частный случай из него следуют уравнения для кинетической энергии поступательно движущихся тел, например ползуна (угловая скорость 

 равна 0)



 ,                                     (5.2.13)

и вращающихся относительно неподвижной точки, например кривошипа



  ,                                  (5.2.14)

или



 ,                                    (5.2.15)

где 

=

 - угловая скорость вращения, 

 - осевой момент масс тела относительно оси вращения. 

Примеры применения полученных уравнений для расчёта кинетической энергии и обобщённых инерционных сил рассмотрены в следующих разделах.

5.2.2. инерционные обобщённые силы

В соответствии с принятой в разд. 5.1 договорённостью, обобщённые силы, описывающие изменение энергии движения тела, будем называть инерционными. К ним могут быть отнесены силы инерции F и моменты пары сил инерции M, которые характеризуют интенсивность изменения кинетической энергии движения соответственно на линейных и угловых перемещениях. Они зависят либо от линейных, либо от угловых ускорений. С учётом общепринятого понятия “момент силы относительно точки” как произведение модуля вектора силы на кратчайшее расстояние от линии её действия до рассматриваемой точки, не следует смешивать термины “момент пары сил инерции” и “момент сил инерции”.
Для изменения кинетической энергии движения тела, с учётом понятия (5.2.1), в общем случае имеем



.                               (5.2.16)


Интегрирование можно проводить как по начальной, так и по текущей конфигурации. При этом подынтегральная функция может быть выражена через координаты, компоненты скорости и ускорения произвольной частицы или любой точки (полюса) Р, принадлежащей пространству переменных Лагранжа рассматриваемого движущегося тела. Так как масса m и осевой момент массы тела JP в процессе движения не изменяются, в общем случае плоско - параллельного движения из уравнения (5.2.8) получаем






-





.                             (5.2.17)

Наиболее простой вид уравнение (5.2.17) принимает, если полюс совпадает с центром масс (точкой С), тогда 



 .                 (5.2.18)

В общем случае пространственного движения тела из уравнения (5.2.10) аналогично имеем



. (5.2.18а)


В качестве полюса Р при определении кинетической энергии движения тела может быть выбрана произвольная точка пространства переменных Лагранжа, в том числе и не принадлежащая объёму, занимаемому рассматриваемым телом. Для каждого из них можно определить множество значений сил и моментов, а каждую самостоятельную их совокупность следует указывать вместе с соответствующим полюсом, его обобщёнными координатами и скоростями. При переходе от одного полюса к другому силы и моменты преобразуются по согласованным с уравнением (5.2.2) или



               (5.2.19)

соотношениям (приращение угла поворота 

 для различных полюсов одинаково). 


Энергетические функции силы инерции 

 и моменты пары сил инерции 

 определяют интенсивность приращения кинетической энергии тела при смещении полюса Р или повороте тела. Как отмечалось выше, моменты MР и МС отличаются от (4.2.6) размерностью, связанной с дополнительным множителем (угловым ускорением) и имеют больше оснований для применения термина “момент инерции”, так как действительно характеризуют инерционные свойства при вращательном и сложном движении твёрдых тел. 


Для произвольного полюса Р уравнение (5.2.17) можно записать в виде



 ,                            (5.2.20)

где использованы обозначения для обобщённых сил инерции, приведенных к точке Р,



;                          (5.2.21)



;                            (5.2.22)



=



 .                (5.2.23)

Из уравнений (5.2.4) для ускорений частиц тела получаем



 ;

 

,                   (5.2.24)

т. е. выражения в квадратных скобках для сил (Fi)P соответствуют компонентам ускорения центра масс (xi,tt)C и вместо (5.2.21) - (5.2.23) следует записать



  ; 

 .                        (5.2.25)


Аналогичным образом, из уравнения (5.2.18) для центра масс в форме



                                (5.2.26)

силы и момент пары сил инерции определяются по уравнениям



   ;   

;                              (5.2.27)



   .                                     (5.2.28)


Таким образом, изменение кинетической энергии движения тела можно характеризовать совокупностью векторов сил и моментов инерции, приведенных к любой точке пространства переменных Лагранжа, связанного с движущимся телом, или пространства наблюдателя. Из условия тождественности двух форм представления приращения энергии (5.2.20) и (5.2.26) 



  
можно сделать следующие выводы: 

множители линейных перемещений (силы инерции) определяются только массой тела и ускорением центра масс. При переходе от одного полюса к любому другому, совпадающему с определённой частицей тела или произвольной геометрической точкой, принадлежащей пространству переменных Лагранжа, связанного с этим телом, векторы сил инерции и их проекции не изменяются 



  ; 

  ;         (5.2.29)

2) зависимость между интенсивностями изменения кинетической энергии движения на угловых перемещениях (моментами инерции), приведенными к различным точкам пространства, можно выразить через скорости соответствующих точек 



        (5.2.30)

или их координаты



 .                 (5.2.30a)


Если известны обобщённые силы для одной из точек, с помощью соотношений (5.2.30) их всегда можно преобразовать к другой. Величину МР нельзя называть моментом сил инерции, так как этот термин применим лишь к двум последним слагаемым уравнений (5.2.30).

В соответствии с уравнением (5.2.30), момент МP как мера интенсивности изменения кинетической энергии тела на угловых перемещениях относительно новой оси равен сумме момента пары сил инерции относительно центральной оси МС и моментов сил инерции, приведенных к старой оси, относительно новой оси.

Принятый за основу термин “силы инерции” для величин, определяемых массой и ускорением тел по уравнениям (5.2.29), согласуется с термином “момент инерции” для функции (5.2.28) 

, которая также зависит от ускорения (углового). Тогда выражение “тело движется по инерции”, т. е. без ускорения, справедливо для случаев, когда силы и моменты (пары сил) инерции отсутствуют, т. е. кинетическая энергия движения тела не изменяется.


Используемые в настоящее время для величины (5.2.28) или (5.2.30) термины, например “вращающий(ся) момент” [3, стр. 324], являются менее информативными и в меньшей степени отражают их математический и механический смысл. Учитывая перевод слова “кинетика” (приводящий в движение) и принимая в качестве основной характеристики движения ускорения, величины F и M логично было бы называть “кинетическая сила” и “кинетический момент”. Но последний из приведенных терминов используется в современной механике [1-4] для произведения момента массы 2-го порядка J и угловой скорости  , а не углового ускорения. Функцию М по современной терминологии определяет “первая производная по времени от кинетического момента системы” [2, с. 310].

В связи с неустановившейся терминологией в дальнейшем будем стремиться к использованию минимального количества терминов с обязательным пояснением их математического и механического смысла.


В теоретической механике [1-4] обычно используют термин “точка приложения” силы или момента. Принимая во внимание энергетический смысл обобщённых сил и возможность произвольного выбора полюса, его положение для каждой их совокупности правильнее называть точкой приведения инерционных сил и моментов или точкой приведения сил и моментов инерции.

Вместе с тем, используемое в механике векторное описание сосредоточенных сил и моментов согласуется с полученными выше уравнениями и создаёт удобную геометрическую интерпретацию способов преобразования сил и моментов при переходе от одного полюса к другому. Для этого достаточно приложить в новой точке два противоположно направленные вектора силы, которые совместно с действующими в другой точке создают новую силу и момент, соответствующие полученным выше соотношениям.

Любое твёрдое тело можно рассматривать состоящим из “n” частей. Изменение кинетической энергии движения каждой из них можно представить совокупностью обобщённых сил, приведенных к углам поворота и линейным перемещениям их центров масс или любых других точек. И если все эти части движутся как единое твёрдое тело, тогда суммарное изменение энергии движения определяют суммарные силы и моменты, равные геометрической сумме сил и (вращающих) моментов инерции (с учётом дополнительных моментов сил инерции), определяющих изменение энергии движения составных частей тела

 

  ;                                         (5.2.31)



 .                (5.2.32)

Полученные правила преобразования сил и моментов при переходе от одного полюса к другому и от составляющих тело частей к интегральным для всего тела по существу совпадают с известными “статическими условиями”: силы и моменты, определяющие приращение энергии движения тела и приведенные к любой точке, равны алгебраической сумме сил и моментов, определяющих приращения этой энергии для заменяемых составных частей тела, приведенных к различным точкам. 

Особенность использования обобщённых сил при решении различных задач, в том числе при формулировке граничных или начальных условий, рассмотрена в разд. 6 - 7 и в прил. 3.

5.3. ОБОБЩЁННЫЕ СИЛЫ ВНЕШНИХ ВОЗДЕЙСТВИЙ

Чтобы уточнить понятие “внешних воздействий”, постулируем существование некоторой системы, движение всех элементов которой не зависит от материальных тел и источников объёмных взаимодействий, находящихся за её пределами. Как отмечено в разд. 3, такую систему называют изолированной. 

Для анализа движения отдельных элементов их можно выделить в самостоятельные подсистемы, заменив действие отброшенных частей некоторыми эквивалентными по воздействию на движение (этой системы) функциями. Именно такие функции, которые представляют собой математические образы внешних по отношению к рассматриваемой системе материальных объектов или потенциальных полей, оказывающих влияние на её движение и позволяющих описать его уравнениями типа (1.3.3), будем называть обобщёнными внешними силами.

Предположение о возможности существования изолированной системы является абстрактным, но оно целесообразно. Проблема состоит не в доказательстве возможности существования таких систем, а в умении правильно заменить действие отбрасываемых частей на оставшиеся в анализируемой системе эквивалентными (по влиянию на движение материальных частиц) математическими функциями - обобщёнными внешними силами. 

Систему можно считать изолированной, если внешними воздействиями можно пренебречь. Недостаток информации, погрешности теории или конкретные цели поставленной задачи могут быть объяснением применения такой приближённой модели. К таким системам, пренебрегая трением, могут быть отнесены математический или физический маятники, падающее тело и др. 

Если же отбрасываемые части оказывают существенное влияние на движение исследуемой системы, тогда оно должно быть учтено через обобщённые силы внешних воздействий.

Поскольку основной закон движения сформулирован в виде условия постоянства обобщённой скалярной энергетической функции для изолированной системы, энергетический эквивалент должен учитывать изменение всех видов энергии отброшенных частей. 

Если отбрасываемые части можно рассматривать как недеформируемые твёрдые тела, для каждой их них должно быть учтено изменение энергии положения и движения, а также внешних воздействий, учитывающих влияние ранее отброшенных частей. Заменяющие их в соответствии с уравнением (5.2) силы и моменты должны быть приведены к характерным точкам, например осям соединяющих оставшиеся и отбрасываемые части шарниров, центру сечения контакта и пр.

Переход к обобщённым силам и моментам целесообразен при анализе механизмов привода рабочего инструмента без описания движения частиц в технологических процессах, для выполнения которых они предназначены. 

Например, технологические нагрузки на ползуне штамповочного пресса изменяются в зависимости от выполняемых операций, свойств деформируемых материалов и пр. При расчёте кривошипно - ползунного механизма привода пресса их можно заменить некоторой силовой функцией времени 

, приведенной к центру давления P(xi, t) , перемещение которого 

 должно быть записано в виде функции угла поворота кривошипа 

. 
Со стороны источника энергии можно не рассматривать особенности её передачи на приводной вал кривошипа, для которого обобщённой координатой будет угол поворота. Действие отброшенных частей (двигателя, редуктора и пр.) можно заменить эквивалентным моментом М0. 
Тогда анализируемая система будет включать лишь элементы самого механизма и основной закон движения (3.4.11) принимает вид



 ,                              (5.3.1)

где сумма 

 должна учитывать изменение кинетической энергии кривошипа, шатуна и ползуна 



 .                 (5.3.2)

Расчётную модель можно дополнительно упростить, заменяя два последних слагаемых обобщённой силой 

, приведенной к оси шарнира шатуна (точка В на рис. 2 или 3)



  .                     (5.3.3)

Здесь изменение кинетической энергии ползуна с массой 

 преобразовано к линейным перемещениям его центра масс. Предполагается, что ползун и центр давления штампа перемещаются поступательно, их смещения совпадают с перемещением оси 

 , 






 ;                                  (5.3.4)

или (

 - вектор ускорения центра масс ползуна и оси В)



 .                                        (5.3.5)
Методика определения обобщённых внешних сил, энергетически эквивалентных заменяемым ими частям системы в соответствии с уравнением (5.2), допускает существование в правой части слагаемых, не изменяющих её численного значения. Такие слагаемые могут содержать как силы (ортогональные скорости перемещения точки их приведения), так и моменты (при отсутствии их поворота).

Силы 

, скорость перемещения точки приведения которых либо равна нулю (неподвижные опоры механизма), либо направлена ортогонально (по нормали к силе), будем называть пассивными. Приращение энергии внешних воздействий от пассивных сил 

 отсутствует, так как 

, и вместо (5.1) можно записать



 .                                      (5.3.6)

Пассивные силы не изменяют энергию внешних воздействий. Их величину определяют приведенные к оси шарниров моменты активных и инерционных сил заменяемых элементов механизма.

Уравнение (5.3.4) допускает существование силы 

, для которой 

. Следовательно, решение (5.3.5) может быть дополнено к виду



 .                                       (5.3.7)

с известным направлением пассивной силы 

, согласованным с наложенными на движение оси В кинематическими связями.

Пассивные силы можно рассматривать как потенциальные: они могут произвести работу, если будут сняты кинематические ограничения (связи).

Однако, как отмечено выше, уравнение (5.3.3) допускает и дополнительное слагаемое с моментом



  ,                  (5.3.3а)

который может быть реализован в виде пары пассивных сил, ортогональных направляющим ползуна. Эта пара не приводит к изменению значения обобщённой силы 

, приведенной к оси В. 

В частности, если полюс P не совпадает с осью В, тогда переход к обобщённой силе (5.3.5) сопровождается появлением момента технологической (активной) силы 

 относительно оси шарнира В. Однако, в связи с кинематическими ограничениями на движение ползуна (отсутствие поворота 

), он не приводит к изменению правой части уравнения (5.3.3) и компенсируется моментом пары сил, например ортогональных направляющим ползуна. Такие моменты, как и образующие их обе силы, будем называть пассивными.

Если в качестве следующего шага заменить обобщёнными силами шатун и привести все внешние воздействия к оси шарнира А, соединяющего шатун и кривошип (см. рис. 2), в результате получим силу 

 и момент МА 



 ,                              (5.3.8)

где



 ;  (5.3.9)



 ; 

.                                (5.3.10)

Момент МА, как и силу 

, следует рассматривать как внешнюю обобщённую силу. Его величину определяют внешние и инерционные силы, действующие на заменяемое этими обобщёнными силами звено (шатун). В зависимости от особенностей конкретного механизма возможны различные способы его технической реализации. Это могут быть силовые двигатели (как на приводном валу), пружины (кручения, сжатия и пр.), балансиры и пр. В шарнирных механизмах энергетический эквивалент момента на угловых перемещениях 

 может быть представлен в виде скалярного произведения “сосредоточенной” силы 

 и смещения точки её приведения 

. Задача сводится к определению величины и направления вектора 

, который должен обеспечивать равенство



 .                                    (5.3.11)

Предположим наиболее общий случай сложного движения твёрдого тела, которому принадлежит точка А. Тогда, в соответствии с уравнениями (2.3.4) 



 ;    

 ,      (5.3.12)

правую часть равенства (5.3.11) можно представить в виде



 . (5.3.13)

где 

 - угловая скорость вращения тела.

       При условии ортогональности векторов силы 

 и скорости точки В


                              (5.3.14)

равенство (5.3.11) преобразуется к виду



                        (5.3.15)

и оба они выполняется, когда



;

  

.                     (5.3.16)

Так как знаменатель правой части этих равенств определяет скалярное произведение радиус - вектора 

 и вектора скорости точки В 

, модуль силы можно найти из соотношений



 ,                (5.3.16а)
т. е. модуль силы равен частному от деления момента МА на длину проекцию отрезка АВ на направление скорости точки В.

Равенство (5.3.11) можно записать в виде



 ,                          (5.3.17)

так как силы 

 и 

 образуют пару 



 .                                         (5.3.18)

Их проекции равны по величине и противоположны по направлению



,   

                       (5.3.19)

и определяются по уравнениям (5.3.16). При движении ползуна вдоль оси х


.                              (5.3.20)

По существу приведенный вывод является математическим обоснованием рассмотренного выше варианта реализации момента в виде пары сил. Сила 

 ортогональна скорости её приведения, не производит мощности (

) и в соответствии с принятой выше договорённостью относится к пассивным. Сила 

 действует как активная, такие силы будем в дальнейшем называть реактивными.

Реактивные силы возникают вместе с пассивными, образуют с ними пару сил и компенсируют действующие в пределах каждого звена шарнирного механизма моменты инерционных и активных сил.

В рассматриваемом кривошипно - ползунном механизме момент МА приводит к возникновению пары сил, приложенных к шарнирам, соединяющим шатун с ползуном и кривошипом. На ползуне составляющая эту пару сила 

 не изменяет энергию внешних воздействий, определяемую правой частью уравнения (5.3.4). Вместе с тем пассивная сила определяет величину и направление полной силы 

 (см. ур-ие 5.3.7). Эти силы должны быть учтены при расчёте полных усилий в шарнирах В (см. ур-ие 5.3.7) и А 



 ,                                          (5.3.21)

которые нужно использовать при расчётах на прочность.

Подробнее эти вопросы рассмотрены в прил. 3.

Аналогичным образом можно определить обобщённые силы, энергетически эквивалентные (на соответствующих перемещениях) любым отбрасываемым частям системы. В общем случае они приводятся к силам 

 и моментам М, которые будем называть силами и моментами внешних воздействий. 

При переходе к новым точкам приведения можно использовать правила, применяемые при определении сил и моментов в курсе “Сопротивление материалов” [12 - 13]: силы и моменты, приведенные к любому сечению, равны алгебраической сумме сил и моментов, расположенных по одну сторону от этого сечения.

Отбрасываемые части могут содержать и деформируемые подсистемы, в том числе находящиеся в контакте с ограничивающей рассматриваемую систему поверхностью, которые могут быть приведены к распределенным по поверхности силам и моментам. Если рассматриваемая часть системы предполагается недеформируемой, тогда их целесообразно привести к эквивалентным по приращению энергии “равнодействующим” 

на соответствующих перемещениях выбранного полюса и в дальнейшем оперировать с ними как и с рассмотренными выше “сосредоточенными” внешними обобщёнными силами.

Таким образом, термин “обобщённые силы” в механике в общем случае включает энергетические функции, преобразуемые по правилам векторной алгебры и определяющие приращение соответствующих видов энергии: 

силы объёмных взаимодействий, например гравитационные (вес тела)



 ;

силы инерции 

 и моменты пар сил инерции 




 ; 

 ;

силы 

 и моменты 

 внешних воздействий



 ; 

 .

Для шарнирно - рычажных механизмов моменты преобразуются в пары сил, модуль и проекции которых определяются по уравнениям (5.3.16).

Кроме того, для каждой из сил могут быть определены моменты сил (гравитационных, инерции или внешних сил) по общему правилу векторного умножения 



 .

В заключение ещё раз отметим, что движение частиц может быть рассмотрено и без использования понятий обобщённых сил, но замена отброшенный частей требует энергетически эквивалентных функций, приведенных к линейным или угловым перемещениям точек, принадлежащих рассматриваемой системе.

Знаки компонент обобщённых сил (моментов Mi и сил Fi) определяют знаки ускорений соответствующих обобщённых (линейных или угловых) координат.
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