МЕХАНИКА                                                                  АЛЮШИН  Ю. А.


4. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ И ИНЕРЦИОННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

ТВЁРДЫХ ТЕЛ


Общие закономерности движения, рассмотренные в разд. 3, учитывают физические свойства и условия взаимодействия тел, которые в конечном итоге определяют геометрические особенности уравнений движения в форме Лагранжа или Эйлера. Как будет показано в дальнейшем, они зависят от интегральных и усреднённых по объёму (или массе) величин, которые характеризуют конфигурацию (геометрические особенности) тела или распределение масс (инерционные свойства).

4.1. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ТВЁРДЫХ ТЕЛ


Любое материальное тело заполняет некоторый объём пространства V, ограниченный образующей его замкнутой поверхностью S, и может рассматриваться как геометрическая фигура, для описания которой применимы известные количественные характеристики и геометрические понятия. 


В частности, геометрическое место точек, образуемых при пересечении тела некоторой поверхностью S1, не совпадающей с поверхностью S, называют сечением. В дальнейшем мы будем рассматривать в основном плоские сечения, когда пересекающая поверхность является плоскостью. Например, пересечение шара любой плоскостью образует сечение в форме круга (контур сечения описывается окружностью). Сечения, ортогональные осям симметрии тела (фигуры), называют поперечными сечениями. Например, для стержня в форме прямоугольного параллелепипеда или цилиндра поперечные сечения будут прямоугольником или кругом, соответственно.

Геометрическими являются и пространства переменных Лагранжа, рассматриваемые как некоторые неограниченные трёхмерные протяжённости, связанные с движущимися телами. В начальный момент времени они совпадают с пространством переменных Эйлера, т. е. системой отсчёта наблюдателя, которая остается неподвижной на протяжении всего наблюдаемого интервала времени (если не оговорено противное и не введена другая вспомогательная система отсчёта). 


Каждое движущееся тело, точнее его фигура, имеет геометрический образ как в соответствующем ему подвижном пространстве переменных Лагранжа, так и в неподвижной системе отсчёта наблюдателя. Различие этих образов состоит в том, что в системе наблюдателя фигура перемещается, а в пространстве переменных Лагранжа остаётся неподвижной (подвижным является связанное с ним пространство переменных Лагранжа).

Если механизм состоит из N звеньев, соответственно получаем N пространств переменных Лагранжа. Каждое из них можно рассматривать как самостоятельную систему пространственных точек с возможным диапазоном изменения координат, как и в родительской системе отсчёта наблюдателя (

;

). Например, кривошипно - ползунному механизму будут соответствовать три двумерных пространства переменных Лагранжа. Одно из них, связанное с кривошипом, вращается относительно неподвижной оси; второе (пространство шатуна) совершает плоско - параллельное движение; третье - перемещается только поступательно вдоль направляющих ползуна.


Из бесконечного множества геометрических точек пространства переменных Лагранжа, связанного с движущимся телом, материальными частицами заполнены лишь те, которые попадают внутрь геометрической фигуры, соответствующей этому телу. Точки пространства, расположенные за пределами этой фигуры, не содержат частиц (инертной массы) и образуют с точки зрения механики “пустоту”, т. е. область, лишённую материи. Смежные пустые пространства не взаимодействуют.


Область определения переменных Лагранжа для уравнений движения типа (1.3.3), рассматриваемых как математические функции, в каждом из пространств не ограничена и может выходить в область “пустоты”, т. е. за пределы фигуры, соответствующей движущемуся телу. В области “пустоты” могут находиться, в частности, центры масс (см. ниже) для тел с внутренними полостями (например трубы), мгновенные центры скоростей и другие точки, представляющих интерес с точки зрения описания движения. Так как пространство переменных Лагранжа движется вместе с телом, координаты таких точек могут быть использованы наравне с другими в уравнениях движения для определения их геометрических образов в пространстве переменных Эйлера (системе отсчёта наблюдателя).


Вместе с тем, область определения переменных Лагранжа для движущихся тел ограничена их объёмом. Кривошип конструктивно может быть изготовлен в виде стержня, диска или более сложной формы. В любом случае область определения для движущихся тел должна соответствовать объёму фигуры, заполняемой материальными частицами, и может быть найдена по её конфигурации в начальный момент времени. Например, если одна из вершин тела в форме прямоугольного параллелепипеда с размерами (a, b, h) в исходном состоянии совпадала с началом координат, а три его ребра были ориентированы вдоль осей xi, область определения переменных Лагранжа для этого тела описывается соотношениями



;

;

.                               (4.1.1)


Если же тело имеет форму шара с радиусом “r” и его центр в исходном состоянии совпадал с началом координат, тогда область определения переменных Лагранжа можно записать в виде



.                                       (4.1.2)


Если совокупность переменных Лагранжа удовлетворяет условиям (4.1.1) или (4.1.2) со знаками неравенства, соответствующая пространственная точка принадлежит фигуре и на её месте будет находиться материальная частица. Если совокупность координат соответствует знакам равенства соотношений (4.1.1) - (4.1.2), точка находится на контуре фигуры и соответствующая ей частица образует поверхность тела. В точках пространства переменных Лагранжа, не удовлетворяющих условиям (4.1.1) - (4.1.2), материальных частиц нет, они расположены за пределами тела.

Области определения переменных Лагранжа взаимодействующих тел должны пересекаться в узлах кинематических связей (шарнирные соединения, поверхности контактного взаимодействия для резьбовых или кулачковых элементов и пр.). 


Изменение положения фигуры (тела) в произвольный момент времени по сравнению с исходным состоянием описывают уравнения движения в форме Лагранжа или Эйлера (см. разд. 1). Контур тела в произвольный момент времени определяют функции (1.3.3) (переменные Эйлера) при соответствующих граничных значениях аргументов (переменных Лагранжа). 


Из количественных геометрических характеристик наиболее важными являются объём фигуры в начальный (V0) или произвольный (V) моменты времени с размерностью м3


 ; 

     (4.1.3)

и соответствующие им характеристики для двумерных процессов - площади сечения, например в плоскости хОу, с размерностью м2


; 

.                             (4.1.4)

При описании закономерностей, связанных с движением твёрдых тел, существенное значение имеют интегральные по объёму (начальному или текущему) функции типа



,                                           (4.1.5)

где f - некоторая локальная функция координат (Эйлера или Лагранжа) и времени, например модуль скорости частиц. На их основе обычно вводят усреднённые по объёму (среднеинтегральные по объёму) характеристики fsi по типу

 

     так что          

.                 (4.1.6)


В частности, для характеристики положения фигуры обычно используют среднеинтегральные значения принадлежащих фигуре соответствующих координат (с размерностью длины [м]) для начальной



;    

                               (4.1.7)

или текущей конфигурации



;    

.                                (4.1.8)

Из соотношений (4.1.7) - (4.1.8) непосредственно следуют соответствующие зависимости для плоских фигур для начальной



;    

                             (4.1.9)

или текущей конфигурации



;    

.                             (4.1.10)


По аналогии с понятиями “центр шара” или “центр параллелепипеда”, точку с координатами 

 или 

 можно называть “центром фигуры (сечения)” или “пространственной меткой” объёма фигуры или площади сечения, хотя более точным является приведенное выше математическое определение этой метки как точки с среднеинтегральными значениями принадлежащих фигуре соответствующих координат. Иногда эту точку называют “центром тяжести” тела, но это справедливо только в том случае, если рассматриваемый объём заполнить однородной сплошной средой. Аналогичный по смыслу термин “центр величины” используют для определения центра тяжести объёма воды, вытесненной судном. 

Интегралы в правой части выражений (4.1.7) - (4.1.10) иногда называют “статическими моментами инерции” [12 - 13]. Однако, чтобы внести большую определённость в терминологию и не смешивать геометрические и инерционные (см. ниже) характеристики твёрдых тел, в дальнейшем будем называть их “интегральными моментами объёма (фигуры или сечения)” 1 - го порядка с размерностью [м4] для трёхмерных и [м3] для плоских фигур. В зависимости от вида подынтегральной функции следует различать по 3 интегральных момента фигуры 1 - го порядка (по числу координатных осей пространства) в начальной или текущей конфигурации, например для переменной 

 



;                                 (4.1.11)

или любых других переменных (Эйлера или Лагранжа)



 ; 

.                  (4.1.12)


Верхние индексы соответствуют виду подынтегральной функции, а нижний - обозначению начала координат ( О - система отсчёта наблюдателя, V - пространственная метка объёма или центр фигуры, C - центр масс, P - произвольно выбранный полюс в пространстве переменных Лагранжа).

Двумерными аналогами рассмотренных моментов являются моменты сечений (с размерностью м3), например



 .                                     (4.1.13)


Если условиться определять ранг (порядок) момента суммой степеней координат подынтегральной функции, тогда, в соответствии с принятой терминологией, объём фигуры (тела) (ур - ие 4.1.3) и площадь сечения (ур - ие 4.1.4) определяются моментами 0 - го порядка.

При анализе процессов деформации важное значение имеют моменты второго порядка, т. е. подынтегральная функция является квадратом или произведением координат



 ; 

,   (4.1.14)

например



.


 Порядок момента определяет размерность получаемого результата. В ортогональной системе координат для плоского сечения можно найти 3 момента 2-го порядка (

; 

; 

). 


При повороте осей координат моменты сечений 2-го порядка преобразуются по соотношениям тензоров 2-го ранга [12 - 13]. Оси, относительно которых моменты 

 равны 0, называются главными.


При переходе к параллельным осям координат моменты 0 -го порядка не изменяются (координаты точек не входят в подынтегральную функцию). Моменты 1 - го и 2 - го порядков преобразуются (рассматривается вариант плоской фигуры с смещением оси “x” вдоль оси “y” на величину b) по формулам



 ;                                   (4.1.15)



.                              (4.1.16)

Как следует из определений среднеинтегральных значений координат (4.1.7) - (4.1.10), для осей, проходящих через центр сечения (xV, yV, zV), моменты первого порядка 

 обращаются в 0.


Все рассмотренные выше характеристики твердых тел (объём или площадь фигуры, среднеинтегральные значения координат, моменты 1-го и 2-го порядков) не учитывают физические свойства образующих их материальных частиц и зависят только от геометрических особенностей, т. е. конфигурации этих тел. 

4.2. ИНЕРЦИОННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ТВЁРДЫХ ТЕЛ


Реальные тела отличаются от геометрических фигур тем, что их объём заполнен материальными частицами, обладающими свойством инертности. Оно проявляется в том, что внешние воздействия изменяют характеристики движения (координаты, скорости, ускорения и пр.) постепенно. Основной физической характеристикой инертности тел является масса “m”, измеряемая в килограммах (кг), или плотность 

 (удельная объёмная масса, кг/м3), равная отношению массы бесконечно малого тела к его объёму



 .                                                (4.2.1)


В общем случае плотность частиц в объёме тела может изменяться, например за счёт деформации тела, и его масса является интегральной характеристикой 



   или   

, (4.2.2)

где R - якобиан (1.3.11), который характеризует отношение объёмов частицы в текущем и исходном состояниях. Величина 

, в соответствии с принятыми выше соглашениями, определяет среднеинтегральную плотность материала в текущий момент времени.


Между массой и объёмом есть принципиальная разница: объём, если движение сопровождается деформацией, может изменяться, а масса остаётся постоянной (кроме тел с переменной массой, например ракет).


При описании физических закономерностей, связанных с движением, необходимо учитывать инерционные свойства составляющих тело частиц , а также их распределение по объёму тела. Это приводит к интегрированию функций f(xi, t) по массе



,                                       (4.2.3)

и, по аналогии с удельными объёмными значениями (4.1.6), можно ввести усреднённые по массе (среднеинтегральные по массе) характеристики fsm по типу

 

        так что          

,         (4.2.4)

которые будем называть удельными массовыми, т. е. отнесенными к единичной массе, значениями соответствующих функций.

Свойства инерции проявляются только при движении, поэтому понятия “силы инерции” и “моменты инерции” будем использовать только для обобщённых сил (см. разд. 5), характеризующих изменение кинетической энергии движения тела. Аналоги интегральных моментов объёма фигуры (сечения)  будем называть интегральными моментами массы тела. Они характеризуют инерционные свойства (по аналогии с массой) и связаны с движением тел. 


Таким образом, интегралы с множителем 

 (или 

 для пространства переменных Лагранжа) в подынтегральных функциях, будем называть, в отличие от рассмотренных выше, моментами массы соответствующего порядка, т. е. “интегральные моменты массы тела” 1- го порядка с размерностью [кг м] 



;                           (4.2.5а)



 ,                      (4.2.5)

и “интегральные моменты массы тела” 2-го порядка с размерностью [кг м2]


 ;                  (4.2.6а)



.                (4.2.6)

При такой терминологии масса тела совпадает с его “интегральным моментом массы” 0 - го порядка. 


Моменты массы 1-го порядка позволяют определить координаты центра масс в начальной 



 ;    

                               (4.2.7)

или текущей конфигурации



 ;   

.                                   (4.2.8)


Если плотность материала в исходном состоянии 

 одинакова по объёму тела, тогда 

 и центр фигуры или сечения в начальной конфигурации (в переменных Лагранжа) совпадает с центром масс 

. Эти точки совпадают на протяжении всего интервала движения, если тело в процессе движения не деформируется, т. е. на протяжении всего движения выполняются условия ep = 1, R = 1, Г = 0 (см. разд. 1).

Если же тело составлено из материалов с различной плотностью, например из последовательно наложенных слоёв стали, меди, алюминия и пр., тогда центр масс смещается относительно центра фигуры в сторону более тяжелых (с большей плотностью) материалов уже в исходном состоянии.

При деформации тела, например при изгибе, объём частиц в области растянутых волокон увеличивается (плотность уменьшается), а в области сжатых волокон - уменьшается. За счёт этого центр фигуры смещается в область растянутых волокон и координаты центра масс не совпадают с среднеинтегральными значениями координат занимаемого телом объёма.


Формулы преобразования моментов массы при повороте и параллельном переносе осей координат подобны, как и для моментов сечений (фигур, см. разд.4.1)



 ,                                        (4.2.9)



 .                                (4.2.10)

Особо отметим, что под термином “осевой момент массы” в дальнейшем будет понимать сумму моментов массы второго порядка

 

 .                                              (4.2.11)

Нижний индекс указывает положение оси, проходящей через полюс Р ортогонально плоскости движения тела (по терминологии курса “Сопротивления материалов” это “полярный момент инерции”).


Каждый из моментов массы может быть вычислен как в начальный, так и в произвольный моменты времени по начальной или текущей конфигурации. Если деформация тела отсутствует, их значения должны совпадать.

Более подробно методика и формулы для определения моментов массы различных фигур рассмотрены в учебниках [1 - 4].
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