МЕХАНИКА                                                               АЛЮШИН Ю. А.


3. ЗАКОНЫ ДВИЖЕНИЯ ДЛЯ ЧАСТИЦЫ, 

СИСТЕМЫ ЧАСТИЦ И ТВЁРДЫХ ТЕЛ


Как отмечено в разд. 1, кинематика изучает геометрические особенности движения (частиц или тел) без анализа его причин и закономерностей. Вместе с тем, уравнения движения в форме Лагранжа или Эйлера должны отражать особенности поведения каждой частицы, включая её деформацию, а также положение и ориентацию в пространстве наблюдателя, с учётом всех воздействий и физических свойств как самой частицы, так и среды, в которой происходит движение. Все возможные факторы, влияющие на поведение частицы, должны учитывать законы движения. 

Один из основных постулатов механики, согласованный с опытными данными, утверждает, что одновременное задание всех координат и скоростей полностью определяет состояние системы и позволяет предсказать дальнейшее её движение [7]. Под законами движения понимают математические соотношения, позволяющие определить ускорения тел (частиц) в любой момент времени по известным их координатам и скоростям. При этом приоритетным следует признать закон движения для частиц, как носителей материальной субстанции. Именно их поведение и взаимодействие определяет движение твёрдого или любого другого тела в целом.

3.1. ОБОБЩЁННАЯ СКАЛЯРНАЯ ФУНКЦИЯ ДВИЖЕНИЯ

Воздействие на частицу может быть поверхностным (контактным) при взаимодействии с соседними частицами, и объёмным, например в магнитном (для частиц магнитных материалов) или гравитационном поле Земли. При передаче контактных воздействий частицы могут испытывать определенные изменения (деформацию), обеспечивающую условия, необходимые для совместного движения частиц.

В зависимости от выбора аргументов (кинематических и других характеристик движения или состояния частиц) форма закона движения может изменяться, но по существу он должен отражать объективные физические закономерности. Следовательно как сама функция, так и её аргументы должны нести только объективную информацию о наблюдаемых при движении процессах и явлениях. Они не должны зависеть от субъективных факторов, таких как выбор начала координат или направления осей системы отсчёта наблюдателя.


В математическом плане это утверждение можно интерпретировать как необходимость существования некоторой обобщённой скалярной функции (от скалярных аргументов), характеризующей состояние материальной частицы: есть нечто, сохраняющее неизменную величину (Анри Пуанкаре. О науке. М.: Наука, 1983, стр. 84). Условия изменения аргументов и скалярной функции состояния («скаляра Пуанкаре») дают математическую формулировку возможных вариантов поведения частицы (зависимость ускорений от внешних воздействий и свойств среды).


Как следует из разд. 1, для описания движения частицы в общем случае необходимо знать 3 функции xi(p,t), которые характеризуют положение частицы в пространстве наблюдателя, от 4-х аргументов (времени t и трёх координат Лагранжа p). Из 12 первых производных три (производные по времени xi,t) определяют компоненты скорости частицы, а 9 других (обобщённые координаты xi,p) - деформацию частицы и её ориентацию в пространстве. Причём, как сами функции xi (координаты Эйлера), так и все 12 первых производных (xi,t и xi,p) зависят от указанных выше субъективных факторов и, следовательно, не могут быть аргументами искомых закономерностей. 


Уравнения движения в форме Лагранжа в общем случае имеют 5 инвариантных, т. е. независящих от выбора системы координат, кинематических характеристик, которые однозначно определяют: 

изменение положения частицы (модуль вектора перемещения)



;    

;                    (3.1.1)

её движение (модуль вектора скорости)



;    

;                                    (3.1.2)

и состояние (три инварианта обобщённых координат 1.3.6). К числу последних относятся отношение объёмов частицы в текущем и исходном состоянии (1.3.11), а также экстремальные значения средней относительной длины ребер (1.3.8) и среднеквадратического отклонения (1.3.9) фактических относительных длин ребер б. м. параллелепипеда от их среднего значения [5]. В связи с трудностями определения положения осей экстремальных среднеквадратических отклонений, более предпочтительным инвариантом следует считать сумму квадратов 9-ти обобщённых координат (1.3.6) или инвариант Ге, определяемый по уравнению (1.3.10). Тогда третьим инвариантом остаётся экстремальное значение либо средней относительной длины ребер е, либо среднеквадратического отклонения Г. В упругой области инвариант Ге можно считать обобщённой мерой деформации [5, 8].


Все приведенные кинематические характеристики - локальные, следовательно и обобщённая функция, аргументами которой они являются, также должна быть локальной.


Вместе с тем, инвариантные кинематические параметры с разных сторон характеризуют движение и каждая группа инвариантов является независимой, т. е. возможна любая комбинация характеристик деформированного состояния, значений модулей векторов скорости и перемещения. Это даёт основание предполагать, что искомая обобщённая скалярная функция может быть суммой нескольких функций, причём каждая из них, наряду со свойствами среды, может учитывать только один из факторов



 .                                (3.1.3)

Принимая во внимание современные представления об основных законах механики, обобщённую скалярную функцию движения и её составляющие можно ассоциировать с различными видами энергии (потенциальной, кинетической и др.). Однако они могут отличаться выбором системы отсчета, масштабными множителями и пр. Исключить влияние выбора начала системы отсчёта для различных составляющих энергии можно, если записать для частицы функцию в виде приращений 

 

,                                (3.1.4)

где 

, 

, 

 - изменение (потенциальной) энергии положения, (кинетической) энергии движения и (потенциальной) энергии состояния, соответственно. В скобках указаны общепринятые термины для соответствующих видов энергии. Однако, с целью систематизации терминологии, в дальнейшем по возможности будут использоваться и предлагаемые термины.


Как и в разд. 1, в уравнении (3.1.4) использованы два оператора: оператор “d” соответствует изменению функций во времени t, оператор ““- изменению функций в пространстве (переменных Лагранжа или Эйлера).

Каждая из функций в правой части уравнения (3.1.4) должна быть локальной и может быть выражена через объёмную (по начальной конфигурации) или массовую плотность соответствующей энергии:

· (потенциальная) энергия положения



 = 

 ; 

,    (3.1.5)

где 

 и 

- физические характеристики взаимодействия скалярного потенциального поля П(xi) и частицы; для гравитационного поля Земли 



 ,                              (3.1.6)

где 

 - вектор ускорения свободного падения, направлен к центру Земли, знак “-“ в правой части соответствует увеличению энергии Ер при удалении тела (

>0) от центра Земли;

· (потенциальная) энергия состояния (деформации), например для упругой области



 ; 

,                       (3.1.7)

где 

 - характеристика упругих свойств материала [5];

· (кинетическая) энергия движения



 ; 

.                           (3.1.8)


Систему, которая включает в себя все взаимодействующие тела и ни на одно из тел этой системы не действуют другие тела, кроме включённых в систему, называют изолированной. Другими словами, в изолированной системе причиной движения могут быть только материальные объекты, находящиеся внутри этой системы. С учётом возможных объёмных взаимодействий изолированная система является некоторой идеализаций, т. е. выделить действительно изолированную систему не представляется возможным. Но любую часть изолированной системы можно считать замкнутой (подсистемой), если действие внешних по отношению к ней причин заменить эквивалентными по влиянию на уравнения движения математическими образами - функциями. Изолированная система отличается от замкнутой тем, что такие математические функции обращаются в ноль (отсутствуют).


Частица не может представлять изолированную систему, поэтому функция 

 должна учитывать контактные взаимодействия на перемещениях границ частицы (тела). Энергетический эквивалент внешних взаимодействий обозначим 

, тогда 



.                                    (3.1.9)

Предусматривая возможность поступления или передачи других видов энергии, например тепловой, преобразование одних видов энергии в другую, например при необратимой пластической деформации или разрушении тела, выделим дополнительно составляющую неучтённых видов энергии 




.                          (3.1.10)


Тогда основной закон движения для материальной частицы можно сформулировать как условие постоянства обобщённой скалярной функции F


.                          (3.1.11)

Уравнение (3.1.11) эквивалентно первому началу термодинамики для частицы сплошной (твёрдой, газообразной или жидкой) среды [9], в соответствии с которым работа внешних сил затрачивается на изменение кинетической, потенциальной и других видов энергии частицы. Известные формы законов движения [1 - 4] можно рассматривать как частные случаи уравнения (3.1.11).

3.2. ОБОБЩЁННЫЕ СИЛЫ И КООРДИНАТЫ

Минимальную совокупность аргументов правой части уравнения (3.1.11), необходимую для однозначного описания положения и состояния частицы, а следовательно и обобщённой скалярной функции 

, будем называть обобщёнными координатами qi. Соответственно скорости изменения обобщённых координат qi,t называют обобщёнными скоростями.
С учётом рассмотренных в разд. 1 уравнений движения и их кинематических характеристик, отдельная деформируемая частица имеет 12 обобщённых координат: 3 декартовых координаты и 9 производных (1.3.6). При плоском движении число обобщённых координат сокращается до 6: две декартовых координаты и 4 из 9 производных (1.3.6). 

Обобщённые координаты широко используются при анализе движения абсолютно твёрдых тел. При отсутствии деформации на производные (1.3.6) накладываются ограничения, отражающие сохранение значений длин ребёр (3) и углов между ними (3). Число степеней свободы в общем случае движения свободного твердого тела в трёхмерном пространстве сокращается до 6 (три поступательных перемещения вдоль осей  и три возможных поворота относительно каждой из осей координат). При плоском движении соответственно получаем 3 обобщённых координаты (два поступательных перемещения вдоль осей “x”, “y” и поворот относительно оси “z”).

Если движение тела (частицы) предполагается поступательным, т. е. его поворотом можно пренебречь и уравнения принимают вид (1.4.1), число степеней свободы уменьшается до 3 при пространственном и до 2 при плоском движении. Анализ движения тела в таких случаях можно заменить анализом движения “материальной точки”. 

Выбор обобщённых координат в общем случае субъективен и вместо названных выше можно ввести другие, связанные с ними однозначным соответствием, например полярные координаты вместо декартовых при плоском движении. 

Число степеней свободы тела или материальной точки зависит от наложенных кинематических связей. Например, в математическом или физическом маятниках частицы совершают плоские колебания вокруг неподвижной оси по дугам окружностей и имеют только одну степень свободы. Для описания их положения достаточно знать одну из координат (радиус предполагается известным) или угол между одной из осей и прямой, соединяющей частицу и центр вращения. Но если ось вращения поместить на стержне, колеблющемся вокруг другого неподвижного центра, тогда число степеней свободы возрастает до двух. Схват робота-манипулятора с двумя промежуточными шарнирами даже при плоском движении имеет 3 степени свободы. 

Обобщённая функция, как отмечено выше, не может зависеть от субъективных факторов. Следовательно, коэффициенты Qji разложения каждой из составляющих обобщённой функции Ej по обобщённым координатам qi , например



 ,                                         (3.2.1)

которые называют обобщёнными силами, также несут субъективную информацию. Но их окончательный результат (3.2.1) должен быть скалярным и не должен зависеть от субъективных факторов. Например, компоненты векторов зависят от выбора направления осей координат, а их скалярное произведение, равное произведению модулей векторов на косинус угла между ними, инвариантно.


Если в качестве обобщённых координат принять линейные и угловые перемещения частиц (тел), тогда обобщенные силы совпадают с общепринятыми силами и моментами, которые обычно относят к основным и наиболее сложным исходным понятиям механики [7, 9]. Вместе с аксиомами статики они составляют основу современной теоретической механики [1-4]. 

Ниже будет показано (см. разд. 5), что условия статики являются следствием инвариантности приращения различных видов энергии по отношению к выбору обобщённых координат при определении приращений энергии движущихся абсолютно твёрдых тел. Именно они, как отмечено выше, определяют в конечном итоге законы движения и ускорения частиц или твёрдых тел.


Как сами понятия, так и переход к обобщённым силам, строго говоря, не являются необходимыми при решении различных практических задач. Обобщённые силы - это лишь математические функции с возможными механическими интерпретациями, например при формулировке граничных условий, которые можно использовать для расчёта соответствующих составляющих энергии.


Вместе с тем, переход к обобщённым силам может оказаться удобным при описании деформации стержневых конструкций, движения составных частей механизмов. Они необходимы при замене внешних воздействий, в том числе узлов машин с изменяющимися технологическими нагрузками. Такой переход используют при традиционных методах решения задач о движении недеформируемых твёрдых тел. При этом обычно разделяют составляющие (компоненты) обобщённых сил от каждого вида энергии: гравитационные, инерционные, внешние и пр. обобщённые силы.

В частности, энергетический эквивалент контактных взаимодействий на внешних границах частицы можно учитывать произведением “силовых функций” и перемещений (см. разд. 5) или скалярными произведениями векторов “обобщённых сил” 

 и их перемещений 

, ассоциируемыми с работой внешних сил на каждой из границ фиксированного бесконечно малого параллелепипеда, ориентированного в начальном состоянии по осям координат системы отсчёта наблюдателя (с лагранжевой координатой 

)



.                                                (3.2.2)

Переходя к поверхностной плотности внешних сил 

, уравнение (3.1.11) можно записать в виде [5, 8]
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где gi и 

- проекции массовых сил (например, гравитационных) и объёмная плотность неучтённых видов энергии (например, тепловых) на границах бесконечно малой частицы с начальной плотностью 

 и объёмом 

 .

Обобщённые силы в замкнутой системе называют внутренними. Более подробно применение сил (и моментов) будет рассмотрено в разд. 5. 

3.3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ

Из условия инвариантности приращения (потенциальной) энергии состояния (деформации) по отношению к выбору системы отсчёта координат, скоростей и времени [5, 8] из уравнения (3.2.3) получаем эквивалентное принципу наименьшего принуждения Гаусса [10] (для частицы или системы частиц) уравнение



,                               (3.3.1)

Оно учитывает физические характеристики среды (через определяющие уравнения 

, упругие или пластические свойства 

 и плотность материала - 

) и условия движения (гравитационного поля - gi), а также кинематические параметры состояния частицы (скорости 

, ускорения 

, обобщённые координаты 

). 

Если кривизна траекторий частиц и изменение (кинетической) энергии движения за счёт вращательного движения малы, для выполнения условия (3.3.1) достаточно принять равными 0 каждую из скобок



,                            (3.3.2)

однако это предположение может привести к потере части возможных решений, в частности для вращения абсолютно твёрдых тел.


Уравнения (3.3.1) и (3.3.2) будем называть дифференциальными уравнениями движения частиц. 

3.4. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ДЛЯ СИСТЕМЫ ЧАСТИЦ


После интегрирования по объёму уравнение (3.1.11) может быть распространено на систему частиц в виде деформируемого или абсолютно твёрдого тела



.                               (3.4.1)

        В практических расчётах часто используют понятие мощности внешних сил W и скорость изменения Wj входящих в уравнение (3.4.1) энергетических функций (положения, движения, состояния и других видов энергии)



.                               (3.4.2)

Можно показать [8-11], что уравнение (3.3.2) при отсутствии диссипативных процессов (q = 0) и массовых сил эквивалентно условию минимума скорости изменения энергии состояния Wd деформируемого тела

  

 ,                                     (3.4.3)

где подынтегральная функция определяет удельную мощность деформации 



.                                               (3.4.4)

Принимая во внимание условие минимума функционала 



                                          (3.4.5)

с функцией F переменных xk , yi и 

, которое в общем случае имеет вид [6] (для каждой функции yi )



,                                     (3.4.6)

для минимума мощности деформации (3.4.3) получаем

 

,                               (3.4.7)

что в конечном итоге совпадает (при указанном выше условии gi = 0 ) с уравнениями (3.3.2).

Таким образом, решение любой задачи можно свести либо к решению дифференциальных уравнений (3.3.2) при соответствующих граничных условиях, либо к поиску экстремума функционала (3.4.3).

Текущая конфигурация изменяется за счет смещения, поворота, деформации тела. При решении практических задач определение текущей конфигурации во многих случаях (при потере устойчивости, необратимых деформациях и пр.) составляет основную трудность. С другой стороны, конфигурация тела в исходном состоянии предполагается известной и в процессе движения она не изменяется. Это создаёт дополнительные преимущества описания движения в форме (1.3.3) и интегрирования функций по объёму (или массе) тела в пространстве переменных Лагранжа.


При анализе движения абсолютно твёрдых тел мощность деформации отсутствует, система (3.3.2) и дифференциальное уравнение (3.3.1) обращаются в тождество, для определения ускорений следует пользоваться интегральным для всего объёма тела уравнением 



.                                      (3.4.8)


Для замкнутой системы, например математического маятника, внешние воздействия отсутствуют и тогда dA = 0. В этом случае уравнение (3.4.8) можно трактовать как закон сохранения механической энергии [1 - 4]: при движении системы тел (под действием потенциальных сил) сумма кинетической и потенциальной энергии в каждом её положении остаётся величиной постоянной. 


Если замкнутую систему разделить на две подсистемы, тогда их взаимное влияние должно быть заменено соответствующими эквивалентными энергетическими функциями dA или обобщёнными силами. Для первой и второй подсистемы следует записать



,                                      (3.4.9а)



.                                      (3.4.9b)

Но так как на вновь образованной поверхности обобщённые координаты qi должны изменяться непрерывно, а суммарные изменения обобщённой функции для двух подсистем должны отсутствовать, получаем



,                                      (3.4.10)

т. е. обобщённые силы 

 и 

 должны быть равны по величине и противоположны по знаку. Это соотношение по существу совпадает с известным принципом равенства действия и противодействия [1-4].


Другим частным случаем, представляющим практический интерес, является анализ механизмов, когда не только деформацией, но и изменением потенциальной энергии положения 

 можно пренебречь. В этом случае работа внешних сил dA затрачивается только на изменение кинетической энергии механизма 



.                                          (3.4.11)

Условие (3.1.11) и вытекающие из него уравнения согласуются с известными формами законов равновесия и движения (закон сохранения энергии, принцип возможных перемещений, принцип наименьшего действия и пр.). Обычно уравнение (3.4.11) называют общим уравнением динамики [1-4]. 


Уравнения (3.3.1) и (3.3.2) по существу определяют не только величину, но и направление передачи энергии (через потенциальную энергию деформации) от частиц с более высоким значением плотности энергии (3.1.6) (функции ed) к частицам с меньшим её значением. Например, в паровой машине плотность энергии в звеньях механизма должна уменьшаться от ползуна к кривошипу, а в кривошипном механизме с приводом от электродвигателя наоборот - от кривошипа к ползуну. Если же деформацией пренебречь, тогда плотность энергии для всех частиц, как и плотность массы (тела), остаётся одинаковой и оба механизма становятся энергетически эквивалентными.


В замкнутых механических системах обобщённая скалярная функция состояния или, другими словами, суммарная энергия, определяемая суммой кинетической энергии движения всех подвижных её частей, потенциальной энергии положения, например в гравитационном поле Земли, и состояния, например упругой деформации отдельных её элементов, должна оставаться постоянной. В более общем случае энергия системы должна быть дополнена тепловыми потоками, в том числе за счёт необратимых процессов пластической деформации или расхода мощности на преодоление сил трения и другие процессы с диссипацией энергии, а также работой внешних сил, если таковые имеются.

Примеры применения приведенных выше уравнения для описания процессов деформации, в том числе необратимой, и динамического анализа механизмов приведены в работах [5, 8] и следующих разделах.
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