МЕХАНИКА                                                               АЛЮШИН  Ю.А.


2. кинематический анализ МЕХАНИЗМОВ И МАШИН
уравнения движения являются следствием различных внешних воздействий (причин изменения движения) и полностью определяют изменение состояния системы материальных частиц. Кинематический анализ уравнений движения является основой динамического анализа (см. разд. 6.5) и позволяет установить энергетические и другие особенности работы различных машин и процессов деформации (см. разд. 3, 7). 


Механизмами называют изолированную часть некоторой механической системы (без источников и потребителей энергии), предназначенную для преобразования движения одного тела в требуемое движение одного или нескольких других тел. Учитывая особую важность кинематического анализа при проектировании машин и не претендуя на полноту анализа различных их типов, ниже рассмотрена методика описания уравнений движения в форме Лагранжа и их анализа на примере шарнирно - рычажных механизмов, состоящих из абсолютно твёрдых тел и имеющих одну степень свободы. Для определения движения всех звеньев достаточно задать закон движения одного (ведущего) звена.
При описании движения в форме Эйлера обычно применяют [1-4] векторные операторы и графические методы определения скоростей и ускорений (годографы перемещений, скоростей и пр.). Рассмотренные в разд. 1 методы описания движения, в том числе составного (сложного) с применением принципа суперпозиции, в форме Лагранжа позволяют перейти от графических методов кинематического анализа к аналитическим, причём эффективность последних возрастет с повышением сложности механизмов и увеличением числа кинематических связей. Такое описание обеспечивает более полное представление о конструкции механизма, изменении пространственного положения его элементов и их взаимодействии в процессе движения.

Рекомендуемая последовательность кинематического анализа механизмов включает:

1.  уточнение схемы с выделением ведущих (или с независимым приводом) звеньев и характерных точек элементов механизма;

2.  выбор основной (условно неподвижной) системы координат; 

3.  выбор начального момента времени и определение переменных Лагранжа для исследуемых частиц элементов механизма;

4.  описание движения ведущих звеньев и звеньев с независимым приводом;

5.  формулировка уравнений движения ведомых звеньев, начиная с примыкающих к ведущим, используя принцип суперпозиции и примеры, рассмотренные в разд. 1. При этом системы уравнений могут включать как заранее неизвестные перемещения (угловые или линейные), так и их производные по времени (скорости и ускорения);

6.  используя понятия “вложенных” и “наложенных” движений, записываем уравнения движения для всех звеньев в основной (условно неподвижной) системе координат. Для сложных механизмов может быть целесообразным использование нескольких промежуточных систем координат; 

7.  если цепочка преобразований от внешних наложенных движений к вложенным (внутренним), как например для кулисы с ползуном, трудно определима, можно начинать описание движения с последних звеньев механизма. Такая методика предпочтительна, когда необходимо спроектировать привод и механизм для заданного закона движения инструмента;

8.  на всех этапах преобразования уравнений движения каждого звена механизма проводим проверку по начальным условиям и условиям отсутствия деформаций через обобщённые координаты движения;

9.  находим неизвестные функции, включенные в уравнения движения, из наложенных кинематических связей, количество которых должно соответствовать числу искомых функций. 

Для многозвенных механизмов количество вложенных (относительных) и наложенных (переносных) движений может быть достаточно большим. Важно, чтобы при использовании принципа суперпозиции участвующие в преобразованиях начальные и текущие координаты были отнесены к одной системе координат.
2.1. Кривошипно-ПОЛЗунный механизм
В качестве примера применения принципа суперпозиции при описании движения недеформируемых твердых тел рассмотрим плоское движение кривошипно-ползунного механизма, когда ползун перемещается по прямой, проходящей через ось вращения ведущего звена - кривошипа. Схема механизма, система отсчёта наблюдателя и основные обозначения приведены на рис. 2. 

2.1.1. ПЛОСКОСТЬ СКОЛЬЖЕНИЯ ПОЛЗУНА ПРОХОДИТ ЧЕРЕЗ ОСЬ ВРАЩЕНИЯ КРИВОШИПА
За начальный момент времени принято значение угла наклона кривошипа к оси “х” 

 = 0. В этом случае область определения переменных Лагранжа составляет:

для прямой кривошипа ОА (звено 1) : 0



 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  
L1, 

 = 0;  
для прямой АВ шатуна (звено 2) :        L1



 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  
L1 + L2 , 

 = 0.

Радиус вращения оси А равен длине кривошипа L1 (обозначение R сохранено для отношения объёмов (1.3.11), cм. разд 1.2).

Как отмечено в разд. 1.2, при описании уравнений движения твердых тел нецелесообразно ограничивать значения переменных Лагранжа по многим причинам, в том числе:

1 - это позволяет полнее отражать особенности реальных механизмов, в частности учитывать фактические размеры кривошипа и шатуна, а при необходимости и их деформацию;

2 - рассматриваемые схемы допускают крепление дополнительных инструментов к произвольным точкам любого из звеньев механизма, а также исследовать влияние отклонения размеров различных звеньев на изменение закона движения рабочего органа (инструмента), предлагать по обоснованным критериям места установки и виды регулировочных органов;

3 - удобно выявлять возможные ошибки при описании уравнений движения по условиям отсутствия деформации и сохранения объёма, определять известные характеристики теории поля, такие как дивергенция или ротор вектора скорости и пр.;

4 - получаемые уравнения движения можно использовать для более полного анализа, например для определения мгновенного центра скоростей или ускорений, подвижных и неподвижных центроид и пр.;

5 - учитывать изменение области определения переменных Лагранжа при изменении системы отсчета координат или времени. 
Для принятых систем отсчета координат и времени уравнения движения кривошипа (или ведущего диска) имеют вид



 ;   

 ,                        (2.1.1)
при этом компоненты скорости частиц составляют



; 

.     (2.1.2)

При описании уравнений движения шатуна начало дополнительной системы координат можно совместить как с осью А шарнира, соединяющего звенья 1 и 2, так и с осью В крепления шатуна 2 и ползуна 3. В обоих случаях вид уравнений движения совпадает. 

                     


                                                 Рис. 2

При выборе дополнительной системы координат, связанной с осью А, её координаты определяются уравнениями



 ;    

 .                             (2.1.3)
Если начальные координаты оси А обозначить 

 и 

, а угол поворота шатуна относительно оси “х” через 

, тогда, с учётом общих соотношений (1.4.21), уравнения движения частиц шатуна принимают вид 



;

. (2.1.4)

В начальный момент времени 

, 

, 

, 

, тогда



; 

.    (2.1.5)

Зависимость между углами 

 и 

 находим из кинематических связей, определяемых особенностями механизма. Из условия, что ползун 3 должен перемещаться только горизонтально вдоль оси “х”, а длины звеньев 1 и 2 в процессе движения не изменяются, находим



 ,                                        (2.1.6)

и уравнения движения (2.1.4) принимают вид



 ;



 .              (2.1.7)

Если в качестве начала дополнительной системы координат принять ось В и значение 

, тогда 

>

, cos

 < 0, вместо (2.1.4) получаем


;


,                      (2.1.8)

где 

, а величина 

 определяется по уравнению (2.1.6). С учетом



;  

  ; 

;
 

+

                   (2.1.9)
после алгебраических преобразований получаем уравнения (2.1.7).

Как отмечено выше, возможные ошибки, например в знаках, могут быть выявлены путём проверки значений характеристик деформации через обобщённые координаты. В частности, для шатуна получаем (матрица приведена для двумерной задачи)



 ,  где  

= -

/

   (2.1.10)
Отсюда следует 

; R = 

=1; Ге2 = 2, т. е. деформация в объёме шатуна отсутствует. Условие постоянства объёма может быть проверено и через компоненты скорости, которые для шатуна определяются по уравнениям



;


.   (2.1.11)
Мгновенный центр скоростей (МЦС) шатуна можно найти, если учесть, что, по определению, компоненты скорости в этой точке должны обращаться в 0. Следовательно в произвольный момент времени его координаты можно найти из системы уравнений



  или 

=0 ;



  или 

=0 . (2.1.12)

Используя метод определителей для решения систем линейных уравнений, находим координаты Лагранжа МЦС





 EMBED Equation.2  
 ;





 EMBED Equation.2  
 .            (2.1.13)

Подставляя полученные значения в уравнения (2.1.7), находим текущие (эйлеровы) координаты МЦС



+

 = хВ ; 



 EMBED Equation.2  
 .   (2.1.14)

Отсюда, в частности, следует, что в любой момент времени МЦС находится на пересечении продолжения радиуса ОА и прямой х = хВ, так как



 .                                            (2.1.15)

Угловую скорость вращения шатуна можно найти путём дифференцирования соотношения (2.1.6), откуда



 ,                            (2.1.16)

где 

 - угловая скорость вращения кривошипа (звена 1).

            Уравнения движения шатуна можно преобразовать в форму Эйлера, если решить систему (2.1.7) относительно переменных Лагранжа





 EMBED Equation.2  


;





 EMBED Equation.2  




 EMBED Equation.2  
.              (2.1.17)
Полученные зависимости позволяют записать в форме Эйлера и компоненты скорости



;



 ,                  (2.1.18)
откуда, в частности, следует условие постоянства объёма в форме



 .                                       (2.1.19)

Ускорения в элементах кривошипно-ползунного механизма можно получить повторным дифференцированием компонент скорости в форме Лагранжа. Для звена 1 получаем:

 в переменных Лагранжа



;



;       (2.1.20)

и в переменных Эйлера



 ;  

 .                           (2.1.21)

Если кривошип вращается с постоянной угловой скоростью (

), вектор ускорения направлен по радиусу кривошипа к оси вращения, так как



 ; 

 .                                     (2.1.22)

Для звена 2 аналогичным образом получаем



;






 .                                (2.1.23)

В частном случае при отсутствии углового ускорения кривошипа (

) последнее слагаемое обращается в 0.

Для определения мгновенного центра ускорений (МЦУ) аналогичным образом надо найти координаты Лагранжа или Эйлера для геометрических точек пространства наблюдателя, в которых компоненты ускорений равны нулю, т. е. из системы уравнений



  ; 

,                                            (2.1.24)

которая здесь не приводится. Если система записана для произвольного момента времени и аргументами являются переменные Эйлера, она будет определять неподвижную центроиду, а если через переменные Лагранжа - подвижную центроиду. 

Так как уравнения движения (2.1.7) полностью определяют положение механизма в любой момент, вычисление любых других характеристик, например кинетической энергии, не представляет трудностей.
Основные соотношения для более общего случая кривошипно - ползунного механизма при смещении плоскости скольжения ползуна относительно оси кривошипа приведены в следующем разделе.

2.1.2 ПЛОСКОСТЬ СКОЛЬЖЕНИЯ ПОЛЗУНА СМЕЩЕНА ОТНОСИТЕЛЬНО ОСИ ВРАЩЕНИЯ КРИВОШИПА
Схема механизма и принятые обозначения приведены на рис. 3. В общем случае движение приводного звена 1 может быть неравномерным, например если оно является частью четырехзвенного механизма (см. рис. 5). Тогда его угловая скорость и ускорение должны быть заданы в любой момент времени или при любом текущем значении угла 

. Исходными данными для кинематического анализа механизма являются длины звеньев и смещение плоскости ползуна L1, B, L2 

L1 + B, начальное значение угла наклона кривошипа 

 и функции 

, например в зависимости от текущего угла 

. В частном случае равномерного вращения кривошипа от независимого привода 

 = 0.
Звено 1 вращается вокруг оси О. На линии ОА, как и по всему объёму звена, лагранжевы координаты зависят от расстояния частицы до оси вращения 

. Текущие координаты, компоненты скорости и ускорения определяются по уравнениям





 EMBED Equation.2  
 ; 

 ; 

;


 ;

 ; 

.   (2.1.25)

При записи скоростей и ускорений для краткости использованы переменные Эйлера x, y. Преобразование их к форме Лагранжа, если это необходимо, не представляет трудности.

 


                                                        Рис. 3
Оси А соответствуют максимальные из указанных значений координат Лагранжа. Следует иметь ввиду, что область указана только для линии ОА и она может быть расширена, так как звено следует рассматривать как некоторое недеформируемое твердое тело. Это необходимо, в частности, при определении мгновенного центра скоростей или ускорений, контура детали в различные моменты времени, для прочностных расчетов и пр.

Звено АВ вращается вокруг подвижного центра (оси А) и, в соответствии с соотношениями (1.4.21), положение любой его частицы с начальными координатами 

 описывается уравнениями:



 ;



 ,        (2.1.26)

где 

 и 

 - углы наклона шатуна в начальный и текущий моменты времени. Координаты xA и yA оси А определяются по приведенным выше формулам (2.1.25), а начальное и текущее значения угла 

 по соотношениям, вытекающим из наложенных кинематических связей



 ; 

.              (2.1.27)

Матрицы обобщённых координат (1.3.6) для кривошипа и шатуна имеют вид (1.4.9), деформация обоих звеньев отсутствует. Каждая из частиц шатуна движется по дугам окружностей, радиус которых зависит от положения частицы и не меняется во времени



.                     (2.1.28)

Компоненты скорости



 ; 

                       (2.1.29)

зависят также от угловой скорости кривошипа 

, которая определяет угловую скорость шатуна



 .                                        (2.1.30)

     Аналогичным образом, компоненты ускорения определяют не только угловая скорость 

, но и угловое ускорение кривошипа 

, которые, как отмечено выше, предполагаются известными



 ;



 ,                 (2.1.31)

где



 .             (2.1.32)

Соотношения (2.1.30) и (2.1.32) непосредственно следуют из кинематической связи (2.1.27) после дифференцирования обеих частей равенства по времени.

При расчёте на ЭВМ должны быть заданы лагранжевы координаты частиц для расчёта значений углов и других характеристик движения в критических точках траекторий. Для кинематического анализа рабочего цикла без определения критических точек с экстремальными значениями скоростей и ускорений достаточно провести расчёт основных параметров процесса для k = 

 этапов с заданным шагом изменения угла 

. 

Выше приведены основные расчётные формулы для различных звеньев механизма. В алгоритме последнее соотношение может быть упрощено за счет использования ранее вычисленной угловой скорости шатуна 

.

2.2. КУЛИСНЫЙ МЕХАНИЗМ

Кулисными называют механизмы, в состав которых входит скользящий по пазу (или стержню) кулисы подвижный ползун, иногда называемый камнем. Кулисные механизмы применяют в парораспределительных механизмах, приводах станков, в приборах и т. д.

В общем случае кулисный механизм можно представить в виде трёх звеньев (рис. 4): звено 1 совершает колебательное движение, звено 3 - поступательное. Между ними находится звено 2, которое перемещается вдоль рычага 1 (по стержню или пазу) и шарнирно соединено с осью С звена 3. Каждое из звеньев в процессе движения в общем случае может двигаться с изменяющимися во времени скоростями и ускорениями. 
Если начало координат совместить с осью вращения звена 1, уравнения движения для его частиц с координатами Лагранжа 

 и 

, зафиксированными при некотором начальном значении угла 

, принимают вид





 EMBED Equation.2  
 ; 



.                             (2.2.1)

Третья координата остаётся неизменной, т. е. система (2.2.1) может быть дополнена уравнением 



.                                         (2.2.1а)

Однако в дальнейшем движение рассматривается как плоское.

Для графического представления работы механизма целесообразно выделить на звене 1 фиксированную частицу А, например на расстоянии L1 от оси О, с координатами Лагранжа 

. Этой точки достаточно для определения положения звена в любой момент времени или при любом угле поворота 

. 

          Область определения 

 не обязательно отражает все возможные значения, так как это звено может иметь форму диска или любого другого тела, в том числе с подсоединёнными другими элементами механизма. Эти ограничения должны быть сняты и при определении МЦС или МЦУ.

Звено 3 совершает поступательное движение, которое в общем случае описывается системой уравнений



 ; 

 .                          (2.2.2)
Направляющая 4 ограничивает вид уравнений (2.2.2) движением вдоль прямой с углом наклона “

” к оси “х” 



.                              (2.2.3а)

Величина “m” соответствует отрезку, отсекаемому этой прямой на оси “у”. 




                                                     Рис. 4

Ось С звена 3 находится на пересечении прямых (2.2.3a) и проходящей через центр вращения под углом 




 .                                   (2.2.3b)

Из решения системы (2.2.3) находим текущие координаты оси С



 ; 

                   (2.2.4)
и её лагранжевы координаты (при 

 )



 ; 

 .             (2.2.4a)
Разница текущих и начальных координат определяет компоненты вектора перемещения оси С звена 3





 EMBED Equation.2  
-

 ;               (2.2.5a)




 EMBED Equation.2  
-

 .          (2.2.5b)
Но так как звено 3 не должно деформироваться, такие же перемещения будут соответствовать и всем другим частицам звена, т. е. уравнения (2.2.2) принимают вид





 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  
 ;





 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  
 .  (2.2.6)

       Нетрудно убедиться, что для звеньев 1 и 3 движение по приведенным выше уравнениям не сопровождается деформацией их элементов, для всех частиц ер = 1, R = 1, Ге2 = 2 (для двумерного описания движения), Г = 0.

Ползун 2 (камень) совершает вращательное движение относительно поступательно движущейся оси С звена 3 и поступательное относительно вращающегося звена 1. 

Учитывая общий вид рассматриваемых движений (2.2.1) и (2.2.2) и используя принцип суперпозиции с заменой эйлеровых координат одного движения на лагранжевы координаты другого [5], можно получить два варианта уравнений движения звена 2. 

А. Вложенное поступательное движение (2.2.2) совместно с наложенным вращательным (2.2.1) описывается уравнениями





 EMBED Equation.2  
 ; 



              (2.2.7)

и соответствует вращению вокруг начала координат с зависящим от времени радиусом





 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  
 .                      (2.2.8)

Однако в этих уравнениях компоненты перемещения по осям координат от поступательного движения 

 и 

 не совпадают с компонентами поступательного перемещения (2.2.5) оси С звена 3. Текущие координаты точек В и С должны всегда совпадать. Но их общие перемещения определяются только поступательными перемещениями для оси С и суммой перемещений от поступательного и вращательного движения для точки В. Поэтому, считая функции 

 и 

 неизвестными, необходимо записать уравнения движения для точки В в произвольный момент времени





 EMBED Equation.2  
 ; 



            (2.2.9)

и приравнять её текущие координаты соответствующим значениям координат оси С, которые известны и определяются по уравнениям (2.2.4). Таким образом, решая систему уравнений для неизвестных 

 и 




 ;



 ,   (2.2.10)

получаем



 ;



 .                  (2.2.11)

Если звено 2 перемещается как недеформируемое тело, такие же перемещения должны соответствовать всем другим его элементам и уравнения (2.2.7) после преобразований принимают вид





 EMBED Equation.2  
 ;



 ,      (2.2.12)

где хВ и уВ определяются по уравнениям (2.2.9).

В. Движение звена 2 можно рассматривать как вращательное вокруг поступательно перемещающегося полюса (центра вращения) по аналогии с ранее рассмотренным кривошипно-ползунным механизмом. Тогда уравнения движения принимают вид



 ;



,         (2.2.13)

С учётом xB = xC, yB = yC они совпадают с приведенными выше и соответствуют вращению с постоянным радиусом вокруг перемещающейся в пространстве наблюдателя оси С





 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  
 = const.                   (2.2.14)

Таким образом, независимо от того, какое из движений считать вложенным или наложенным, при выполнении кинематических связей уравнения движения принимают один и тот же вид.

При размерах ползуна 2h1 и 2h2 его угловая точка М имеет координаты Лагранжа 



 ; 

.

Приведенные выше уравнения позволяют найти положение этой или другой точки механизма при любом значении угла 

.

После дифференцирования по времени соответствующих уравнений получаем компоненты скоростей и ускорений: для звена 1



 

 ; 

 ;



 ; 

 ;                          (2.2.15)

для звена 2



 ; 

 ;                (2.2.16)



 ;

;

для звена 3 (поступательное прямолинейное движение)



 ; 

  ;  

 ; 

  .              (2.2.17)

Если требуется определить лагранжевы координаты частиц (например для проведения прочностных расчетов), находящихся в контакте с звеном 2, тогда система (2.2.1) должна быть преобразована к виду



 ; 

.    (2.2.18)

Эти уравнения справедливы для любых значений координат точки В, в том числе и текущих (хВ, уВ).

Полученные уравнения позволяют по заданному закону движения инструмента (2.2.2) найти перемещения точек В и С, а затем звеньев 2 и 1, т. е. спроектировать механизм и, после определения усилий на различных этапах движения, рассчитать необходимую форму или размеры сечения элементов, т. е. обеспечить его прочность.
2.3. КРИВОШИПНО-КОРОМЫСЛОВЫЙ МЕХАНИЗМ ТОЧКАМИ

  Рассмотрим общий случай четырёхзвенного механизма, закреплённого двумя шарнирами с неподвижными в пространстве наблюдателя опорами О и О1. Звено 1 вращается с угловой скоростью 

, которая в общем случае может быть функцией времени, т. е. возможны угловые ускорения 

 звена 1. Схема механизма и принятые обозначения приведены на рис. 5.
   


                                               Рис. 5

Если начало координат совместить с центром вращения, уравнения для координат, компонент скорости и ускорения частиц звена 1 принимают вид





 EMBED Equation.2  
 ; 

 ; 

 ;



 ;

 ; 

 .     (2.3.1)

На прямой ОА лагранжевы координаты частиц изменяются в пределах 

. Оси А соответствуют максимальные из указанных значений. Следует иметь ввиду, что область указана только для линии ОА и она должна быть расширена, если рассматривать звено как некоторое недеформируемое твердое тело. 

Звено 3 также совершает вращательное движение вокруг оси О1 с координатами (а, b). В системе координат х1О1у1 уравнения движения частиц звена совпадают с приведенными выше. Для перехода к единой системе отсчёта наблюдателя хОу необходимо изменить как текущие, так и начальные (лагранжевы) координаты частиц и вместо (2.3.1) для звена 3 получаем





 EMBED Equation.2  
 ; 

 ;



 ; 

 ;



 ; 

 .                   (2.3.2)

На линии ВО1 координаты Лагранжа изменяются в пределах 



 EMBED Equation.2  
 

, 
оси В соответствуют максимальные из них. 

Промежуточное звено 2 с линией АВ совершает составное движение (вращение вокруг подвижного центра в точках А или В) и может быть описано системой 



 ;



 .              (2.3.3)

При этом компоненты скоростей и ускорений определяются по уравнениям



 ; 

 ;



 ;



 .                  (2.3.4)

Обозначения координат хА и скоростей (xt)A, как и переменных Лагранжа 

, соответствуют значениям функций в точке А и определяются по приведенным выше формулам (2.3.1) для звена 1. 

Начальные и текущие значения угла 

, как и угла 

 в уравнениях (2.3.2), должны удовлетворять наложенным кинематическим связям и неизменности длины образующих механизм звеньев. В проекциях на оси координат условие имеет вид


 ;



 .                           (2.3.5)
Эту систему можно привести к одному уравнению с одним неизвестным





 EMBED Equation.2  
 ,                       (2.3.6)

где 

, 

. 

Переходя с помощью соотношений



 ; 


к тангенсу половинного угла, получаем квадратное уравнение



,                   (2.3.7)

решение которого имеет вид



  ,                                 (2.3.8)

где 



 .                               (2.3.9)

Второй угол 

 можно определить из любого уравнения системы (2.3.5).

Компоненты скорости (2.3.4) также зависят от угловой скорости ведущего звена, которая определяет угловую скорость вращения других звеньев механизма. После дифференцирования соотношений (2.3.5) по времени получаем систему линейных уравнений



 ;




 EMBED Equation.2  
 ,                          (2.3.10)
откуда следует



 ; 

 .                  (2.3.11)

Аналогичным образом, после повторного дифференцирования по времени соотношений (2.3.10), находим систему линейных уравнений для угловых ускорений звеньев АВ и ВС 


 ;


 . (2.3.12)

Если воспользоваться для краткости записей обозначениями



 ;



,            (2.3.13)

тогда решение последней системы можно записать в виде 



 ; 

.                (2.3.14)

При решении систем уравнений типа (2.3.5) на ЭВМ возможно применение методов численного анализа.
2.4. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ЧАСТИЦ БЛОКА ПОДВЕСКИ ГРУЗА БАШЕННОГО КРАНА С ПОВОРОТНОЙ СТРЕЛОЙ

Для иллюстрации методики описания движения элементов различных машин рассмотрим движение частиц обода нижнего (крюкового) блока башенного крана с поворотной стрелой, перемещающегося по рельсам вдоль строительного объекта.

Совместим направление неподвижных осей координат наблюдателя с вертикальной осью крана (ось z) и направлением рельсов (ось у), а ось х направим перпендикулярно этим осям так, чтобы сформированная система координат была правой. Начало координат поместим в пересечение оси z c плоскостью основания рельсов, откуда будем отсчитывать высоту подъёма.

Будем считать начальным момент времени, когда ось крана совпадает с осью z системы координат.

Блок Б вращается относительно оси С, соединенной с стрелой крана тросом. Если при t = 0 стрела крана и плоскость блока ориентированы по оси “х”, тогда при толщине блока h и наружном радиусе r для области определения можно записать



 ; 

 ; 

,

где r - вылет стрелы крана, w0 - начальная высота оси блока. Уравнения относительного движения (см. ур. 1.4.21) имеют вид:



 ; 

 ;



 .        (2.4.1)

Здесь 

, 

 - лагранжевы координаты оси блока С, 

, 

 - начальное и текущее значения угла поворота блока относительно его оси, 

, 

, 

 - лагранжевы координаты произвольной частицы блока, x, y, z - её текущие (эйлеровы) координаты.

Если в начальный момент стрела крана повернута относительно оси “z” на угол 

, тогда целесообразно ввести дополнительные оси х1у1, ориентированные вдоль и ортогонально по отношению к стреле, записать для этих осей область определения переменных Лагранжа 



 ; 

 ; 

,

и уравнения движения (2.4.1), в которых следует заменить переменные Эйлера x, y и 

, 

 Лагранжа на x1, y1 и 

1, 

1 (переменные в направлении оси z не изменяются), а затем вновь перейти к основной системе наблюдателя с помощью соотношений



 ; 

.

В дальнейшем предполагается, что в исходном состоянии стрела ориентирована по оси “х”.
Подъём блока Б вместе с осью С на высоту w(t) описывается уравнениями



 ; 

 ;   

 ,                   (2.4.2)
при этом угол поворота связан с высотой подъёма линейной зависимостью вида



 ,                             (2.4.3)

где rВ - радиус блока, коэффициент k зависит от кратности полиспаста.   

Подставляя правые части уравнений (2.4.1) вместо переменных Лагранжа в систему (2.4.2), находим уравнения движения частиц блока при подъёме груза



 ; 

 ;



.       (2.4.4)

В соответствии с этой системой все частицы блока Б двигаются по окружностям постоянного радиуса вокруг перемещающейся в плоскости xOz оси С



.       (2.4.5)

Система (2.4.4), как и (2.4.1), удовлетворяет условиям перемещения без деформаций, так как матрица обобщённых координат имеет вид



 ,                    (2.4.6)

длины ребер ер и объём частиц R (см. ур. 1.3.7 и 1.3.11) не изменяются.

Вращение стрелы крана происходит от независимого привода в соответствии с уравнениями






   

,                       (2.4.7)

где 

, 

 - текущее и начальное значения угла наклона стрелы по отношению к оси х (отсчитывается против часовой стрелки).

После подстановки уравнений (2.4.4) в систему (2.4.7) получаем уравнения движения частиц блока при подъёме с поворотом стрелы





 EMBED Equation.2  
;
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;



 .        (2.4.8)

Матрица обобщённых координат с учётом нового переносного движения



     (2.4.9)

также соответствует перемещению блока как недеформируемого тела.

Дополнительное перемещение крана вдоль оси “у” с уравнениями



 ; 

 ; 

                                 (2.4.10)

позволяет, после очередной подстановки, получить уравнения движения частиц блока при всех упомянутых в условиях задачи видах движения





 EMBED Equation.2  
;





 EMBED Equation.2  
;



.          (2.4.11)

Матрица обобщённых координат (2.4.9) при этом не изменяется.

Дифференцируя уравнения (2.4.11) по времени, находим компоненты скорости
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 -
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;
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-
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;



.         (2.4.12)

Уравнения для компонент ускорений не приводятся в связи с их громоздкостью, особенно если допустить возможность линейных 

, 

 и угловых 

, 

 ускорений. Однако дифференцирование уравнений (2.4.12) не представляет трудностей, от времени зависят линейные и угловые перемещения крана, стрелы, оси и самого блока.

В уравнениях (2.4.12) можно перейти, по аналогии с уравнениями (1.4.10) и др., к текущим переменным Эйлера xi, однако для сложных движений с независимыми приводами такая замена не даёт ощутимых преимуществ как по краткости записи формул, так и при алгоритмизации расчетов на ЭВМ.

Из системы (2.4.11), если принять 

, получаем уравнения движения оси блока 





 EMBED Equation.2  
 ;





 EMBED Equation.2  
 ;                    (2.4.13)



 .

При отсутствии линейных перемещений крана (v = 0) ось блока описывает винтовую линию с радиусом, равным вылету стрелы крана, и углом наклона к плоскости z = 0, пропорциональным скорости подъёма wt(t). 

Если рассмотренную задачу решать в обратном порядке, т. е. от башни крана через поворот стрелы к подъёму оси, получаем уравнения, совпадающие с системой (2.4.13). При последующем описании вращения частиц блока относительно его оси можно перейти к вспомогательной системе координат, повернутой относительно базовой системы наблюдателя на угол 

 относительно оси z. Можно обойтись без вспомогательной системы, но тогда требуется ввести корректировку в уравнения (2.4.7).

Траектории частиц блока являются сложными пространственными кривыми, конфигурация которых зависит от трёх независимых функций времени. При управлении от ЭВМ они могут быть связаны единой программой, минимизирующей длину траектории и расход энергии на подъём груза с учётом особенностей привода перемещения крана, поворота стрелы и подъёмной лебедки. Для силового расчёта узлов крана требуется знать скорости и ускорения, особенно в критических точках траектории. Для их определения могут быть использованы как аналитические, так и численные методы анализа на основе приведенных выше зависимостей. 

Как частные случаи из приведенного решения следуют уравнения движения поднимаемого груза (все перемещения совпадают с перемещением оси блока), уравнение кривой самописца ( перемещение башни крана отсутствует, вращение стрелы равномерное) и др.

Чтобы учесть в уравнениях движения деформацию отдельных элементов, например прогиб стрелы или удлинение тросов под действием поднимаемого груза, необходимо предусмотреть возможное изменение обобщённых координат типа (2.4.6) при соответствующих упругих характеристиках материалов и особенностях конструкции (кратность полиспаста и пр.).

2.5. МОДУЛЬНЫЙ ПРИНЦИП КИНЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА МЕХАНИЗМОВ


Приведенная методика кинематического анализа конкретных механизмов может быть распространена на любые более сложные механизмы, так как их можно рассматривать состоящими из отдельных более простых модулей, подобных рассмотренным выше. При этом линейные и угловые скорости и ускорения выходного звена предшествующего модуля являются исходными для расчёта скоростей и ускорений звеньев последующего модуля.


           


                            Рис. 6                                                      Рис. 7

Например, механизм, схема которого представлена на рис. 6, содержит кривошип ОА, шатун АВ и ползун В, уравнения движения которых приведены в разд. 2.1.1. Одновременно шатун АВ является приводным звеном для четырёхзвенного механизма с шарнирными соединениями, оси которых обозначены В, С, Д, Е. Шарнир С принадлежит шатуну АВ и движется в соответствии с уравнениями (2.1.4) или (2.1.8) при значениях 

 и 

 , т. е. уравнения движения шарнира С однозначно определяются движением шатуна АВ. Уравнения движения оси Д совпадают с уравнениями (2.3.3) для четырехзвенного механизма.

Механизм, работающий по схеме рис. 7, содержит  2 “кривошипно - шатунных” модуля, для ползуна В приводным является шатун АВ, с которого снимается часть энергии через второй шатун СД, являющийся приводным для ползуна ДЕ.

На рис. 8 показана схема, включающая 3 модуля. Уравнения движения для первого из них с приводным кривошипом ОА приведены в разд. 2.1.1. Для звеньев ВС и СДЕ они имеют аналогичный вид, но должны учитывать смещение оси Д относительно начала координат. Коромысло СДЕ является приводным для ползуна F и совершает колебательные движение, при котором необходимо учитывать угловые не только скорости, но и ускорения. 
  
        


                                        Рис. 8.                                               Рис. 9
На рис. 9 показана схема бункерного загрузочного устройства, состоящего из четырёхзвенного механизма ОЕСД (см. разд. 2.3) Звено ЕС является ведущим для звеньев СВ и АВ, совершающих колебательные движения в соответствии с уравнениями типа (2.3.2).

Большинство звеньев рассмотренных выше механизмов совершают вращательные движения вокруг подвижных центров, уравнения движения имеют вид 



;



.

Значения углов 

 и 

 определяются кинематическими связями, наложенными на положение осей шарниров.

Аналогичным образом, с помощью приведенных выше в разд. 1 и 2 уравнений, может быть проведен кинематический анализ движения частиц различных звеньев для других типов механизмов с учётом фактических наложенных кинематических связей. Особенности анализа кулачковых механизмов рассмотрены в прил. 4.
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