МЕХАНИКА                                                              АЛЮШИН  Ю.А.


1. КИНЕМАТИКА. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И СООТНОШЕНИЯ
Кинематика изучает геометрические особенности механического движения материальных объектов, под которым понимают изменение во времени пространственного положения тел (частиц) относительно друг друга. Задачей кинематики является описание траекторий, распределения скоростей, ускорений и пр. в любой момент времени в выбранной системе отсчёта. В задачи кинематики не входит анализ причин изменений скоростей и ускорений. Влияние внешних воздействий на поведение частицы определяют законы движения, которые должны учитывать физические свойства взаимодействующих тел и внешние условие, при которых эти взаимодействия проявляются (см. разд. 3). 

Движение всегда относительно. Говоря о движении, мы предполагаем наличие движущегося тела и наблюдателя, точнее его системы отсчёта. Покой является частным случаем движения в специально выбранной системе координат. Всегда можно выбрать другую систему отсчёта, в которой это же тело будет находиться в движении.

1.1. СИСТЕМЫ КООРДИНАТ 

Системы координат необходимы, чтобы установить соответствие между различными функциями, характеризующими происходящие в этих пространствах явления, и точками пространства наблюдателя. При описании движения такими функциями являются координаты материальных частиц, их скорости, ускорения и др.

Положение геометрической точки А в системе координат 

 c единичными векторами 

 можно определить её радиус - вектором 

 или его проекциями на оси координат



.                                     (1.1.1)

По определению геометрическая точка - это совокупность трёх координат, в данном случае (xA, yA, zA). Она не имеет объёма, даже бесконечно малого. 

Пространственные геометрические точки, например точка А(xA, yA, zA), не меняют положения в используемой для их описания системе координат, значения (

)А остаются постоянными. Их перемещение возможно только вместе с этой системой координат в дополнительно введенной системе отсчёта. 
Положение точки А можно определить не только через радиус - вектор относительно начала координат (точки О) 

, но и относительно другой какой - либо точки В этого же пространства. В таких случаях начало и конец вектора удобно указывать нижними индексами, соответствующими обозначениям точек



 .                                               (1.1.2)

Индекс начала координат обычно опускают, тогда вместо уравнения (1.1.2) следует записать



                                                   (1.1.2а)

или в координатной форме 



.                                             (1.1.2b)

Если точку В принять за начало новой дополнительной системы отсчёта, тогда компоненты 

 вектора 

 можно рассматривать как координаты точки А в этой новой системе, а формула (1.1.2b) определяет правило преобразования координат при переходе из одной системы отсчёта к другой, если оси координат в обеих системах параллельны. 
Обычно систему координат связывают с некоторым неподвижным телом (полотном дороги, фундаментом пресса, корпусом машины и пр.). В каждой точке выделенного пространства в различные моменты времени могут находиться другие материальные тела (вагон поезда, подвижные части механизмов и пр.). С каждым из этих тел можно связать новую систему отсчёта. В отличие от введённой выше дополнительной системы с началом в геометрической точке В, эти системы могут быть подвижными, так как принципиальным отличием материальных тел (от пространственных точек) является возможность изменения их положения в пространстве наблюдателя.

1.2. Движение материальных точек
Перемещение материальных тел в пространстве наблюдателя можно характеризовать изменением положения каждой их частицы. Если в процессе движения деформация отсутствует, для однозначного определения положения всего тела достаточно знать координаты двух (при плоском движении) или трёх (в случае пространственного движения) его частиц. 

Материальные тела имеют массу и объём. Если размеры и форма тела, а также его ориентация в пространстве не являются существенными, тогда достаточно описать движение его центра масс и рассматривать тело как материальную точку, обладающую свойствами инертности, т. е. имеющую массу, и способностью взаимодействовать с другими материальными телами. Для описания движения можно воспользоваться понятием радиус - вектора (1.1.1) и изменением его положения в пространстве 

 в наблюдаемом интервале времени 

, например через изменение его координат в фиксированной системе отсчёта наблюдателя с единичными векторами 




.                                                  (1.2.1)

Такое предположение удобно использовать при описании движений тел, когда нет необходимости рассматривать особенности движения внутри самого тела, в том числе деформацию составляющих его частиц. Заменять реальные объекты материальными точками можно, например, при описании полёта самолёта, движения поднимаемого краном груза, вагона по рельсам железной дороги и пр. 

Целесообразность такой замены особенно очевидна для обобщённой характеристики скорости и ускорения движущегося тела в целом. Для указания скорости автомобиля нет смысла перечислять скорости его отдельных элементов, тем более что для некоторых из них они могут существенно различаться, например скорость движения частиц поршня или вентилятора. 

Для материальных точек скорость и ускорение определяют первые и вторые производные по времени от уравнений движения (1.2.1)



; 

 .                              (1.2.1а)

Движение материальных точек можно изучать не только относительно системы отсчёта наблюдателя, но и относительно других материальных точек, движущихся в том же пространстве. Тогда, по аналогии с (1.1.2), можно записать



 ;                                          (1.2.2а)



,                                 (1.2.2b)

но в этом случае А и В - уже не геометрические, а материальные точки.

Одно векторное(1.2.2a) или 3 скалярных уравнения (1.2.2b) характеризуют изменение относительного положения материальных точек А и В. После дифференцирования по времени t получим зависимости для скоростей и ускорений материальных точек А и В с учётом их относительного движения:



 ,      

 ,                  1.2.3)

или в координатной форме



 ,     

.                (1.2.4)

В двух последних уравнениях параметр времени t в круглых скобках не указан, так как такая функциональная зависимость предполагается самим понятием движения и она дополнительно отмечена нижним индексом t, соответствующим дифференцированию по этому параметру



.                                               (1.2.5)

Уравнения (1.2.2) - (1.2.3) записаны в единой неподвижной системе отсчёта наблюдателя. Если, по аналогии с изложенным в разд. 1.1, ввести дополнительную подвижную систему координат, связанную с материальной точкой В, тогда координаты 

, скорости 

 и ускорения 

 определяют соответствующие характеристики относительного движения материальных точек А и В.

При таком описании движение точки А относительно подвижной системы координат, связанной с материальной точкой В, т. е. с компонентами скорости 

 и ускорения 

, называют относительным, относительно неподвижного начала координат с компонентами 

 и 

 - абсолютным, а движение точки В (по отношению к точке О) с компонентами 

 и 

 относительно начала координат- переносным.

Уравнения (1.2.2) - (1.2.3) определяют векторные правила сложения перемещений, скоростей и ускорений при движении материальных точек.

Так как дополнительная (подвижная) система отсчёта может быть связана с произвольной материальной точкой, движение любой их них может быть принято за переносное. В частности, если переносным будет движение материальной точки А, тогда вместо (1.2.2)-(1.2.3) следует записать



;

 , 

 .   (1.2.6)

При этом векторы перемещения, скорости и ускорения в относительном движении (теперь уже точки В относительно А) меняют знак, так как



.                                         (1.2.7)

Линию, описываемую материальной точкой при её движении относительно выбранной системы отсчёта, называют траекторией. По виду траектории движение материальных точек можно классифицировать на прямолинейные и криволинейные, частным случаем последнего является движение материальной точки по окружности. Но такое движение нельзя путать с вращательным движением твердого тела (см. разд. 1.3), так как поступательное движение всего тела не исключает движения центра масс по окружности. Например, если заменить педаль велосипеда материальной точкой с координатами центра масс, тогда эквивалентная педали точка будет двигаться по окружности и его следует классифицировать как криволинейное. Педаль как твердое тело может перемещаться поступательно по криволинейной траектории и одновременно вращаться относительно своей оси.

К одному из недостатков замены реальных тел “материальной точкой” при описании их движения следует отнести то, что они не учитывают поворот тела относительно осей пространства наблюдателя. Поэтому классифицировать движение материальных точек на поступательное и вращательное нельзя. Для учёта изменения ориентации в пространстве наблюдателя реальное тело следует заменять не материальной точкой, а малой частицей с конечной массой.

1.3. ДВИЖЕНИЕ ТВЁРДЫХ ТЕЛ

Твёрдые тела имеют определённые размеры и могут рассматриваться как совокупность составляющих их бесконечно малых частиц в форме параллелепипедов, ребра которых ориентированы в исходном состоянии по осям 

 системы отсчёта наблюдателя (рис. 1).
1.3.1. ПЕРЕМЕННЫЕ ЭЙЛЕРА И ЛАГРАНЖА
В отличие от материальных точек для описания движения твёрдых тел необходимо индивидуализировать каждую составляющую тело частицу, например её начальными координатами, которые принято называть переменными Лагранжа. Чтобы отличать их от текущих координат xi (переменные Эйлера), воспользуемся начальными греческими буквами 

 и обобщённым обозначением при использовании сокращённых записей 

 по аналогии с переменными Эйлера 

. Оба типа переменных соответствуют одной и той же системе координат и должно выполняться условие



= xi  при t = 0.                                             (1.3.1)

Тогда вместо уравнений (1.2.1) для системы материальных частиц следует записать



,                                         (1.3.2)

или в скалярной форме



.                                                 (1.3.3)

На рис. 1 показан общий случай движения с деформацией (изменением размеров и формы) частицы. Движение без деформации является частным случаем, когда зафиксированный в начальный момент бесконечно малый прямоугольный параллелепипед остаётся таковым в процессе движения и меняет лишь своё положение в пространстве наблюдателя. Символ 

 использован для обозначения пространственных бесконечно малых приращений функций и переменных, в частности переменных Лагранжа (

). Этот же символ с переменными Эйлера (

) характеризует изменение соответствующих координат между двумя смежными частицами, начальные координаты которых в исходном состоянии отличались на (

). К таким частицам относятся примыкающие к рассматриваемой по граням 012, 023 и 013 с координатами вершин 0(

), 1(

), 2(

), 3(

). В произвольный момент времени 

 вершина 0 займёт в соответствии с уравнениями (1.3.3) новое положение с координатами (

). Положение любой другой вершины можно найти как приращение соответствующей функции, например



. 

1


                                                        Рис. 1.

Так как вершины 0 и 1 отличались лишь координатой 

, между вершинами 0 и 1 в рассматриваемый момент времени расстояния составят по оси х: 

, по оси у: 

, по оси z: 

.
Аналогичным образом можно определить расстояния между любыми другими вершинами фиксированного в начальный момент прямоугольного параллелепипеда.
Соотношение (1.2.2) остаётся справедливым, если “материальные точки” А и В заменить одноимёнными конкретными частицами с их лагранжевыми координатами. Если обе частицы принадлежат одному и тому же телу и деформация отсутствует, длина вектора |

| остаётся постоянной, изменение его положения определяет поворот тела в пространстве наблюдателя



 , 

.     (1.3.4)

При движении в трёхмерном пространстве 3 начальные координаты любой частицы 

 в соответствии с уравнениями (1.3.3) полностью определяют их текущее положение 

 в любой момент времени t. Если переменные 

 являются аргументами функций xi, уравнения типа (1.3.3) называют описанием движения в форме Лагранжа.

Если систему (1.3.3) решить относительно переменных Лагранжа и записать в виде



,                                                 (1.3.5)

т. е. аргументами становятся текущие координаты частиц xi, уравнения (1.3.5) называют описанием движения в форме Эйлера. Возможны также смешанные формы описания движения, когда в одном из уравнений системы аргументами являются переменные Лагранжа, а в другом - переменные Эйлера или их комбинация с переменными Лагранжа [1, 5].
Частицу В можно принять за полюс, тогда произвольное движение твёрдого тела можно представить как поступательное движение вместе с полюсом и поворот тела вокруг полюса. Уравнения (1.3.4) вновь определяют векторное правило сложения скоростей и ускорений по аналогии с уравнениями (1.2.3).

Особый интерес представляет случай, когда частицы А и В принадлежат разным телам, двигающимся относительно друг друга. Тогда изменение длины вектора 

 и его направления определяют относительное движение этих тел. 

Полную информацию об особенностях движения каждой бесконечно малой частицы тела, наряду с её координатами xi, определяют частные производные от переменных Эйлера xi (см. уравнения 1.3.3) по переменным Лагранжа 

, которые будем обозначать именами функций с нижними индексами, соответствующими дифференцированию по указан-ной (в индексе) переменной. Получаемые таким образом 9 производных будем называть обобщёнными (локальными) координатами [5] 


 .                                   (1.3.6)
Возможность определения матрицы (1.3.6) отличает бесконечно малую частицу от материальной точки. Обобщённые координаты, расположенные на главной диагонали матрицы, характеризуют относительное изменение проекций длин ребер бесконечно малого параллелепипеда, остальные - их ориентацию по отношению к осям координат наблюдателя (рис. 1).

Сумма квадратов обобщённых координат в каждом столбце, т. е. с одинаковыми нижними индексами дифференцирования, характеризует изменение длин ребер б. м. параллелепипеда и соответствует квадрату отношения их значений в текущем и исходном состояниях



 .                                   (1.3.7)

Деформацию частицы характеризуют среднее значение



                                         (1.3.8)

и среднеквадратическое отклонение относительных длин 

рёбер параллелепипеда от их среднего значения (1.3.8)



 .      (1.3.9)

Как показывает более детальный анализ [5], значения е и Г при повороте осей координат хотя и незначительно, но изменяются, тогда как их комбинация в виде выражения 


                                   (1.3.10)

остаётся неизменной и может быть принята в качестве обобщённой меры деформации в упругой области [5]. 

В правых частях последних двух уравнений вместо квадратов использована запись через произведение одинаковых множителей в соответствии с правилом: если в одночлене индекс повторяется дважды, то по нему должно быть проведено суммирование при всех его возможных значениях. В рассматриваемых случаях произведения с индексом “р” соответствуют сумме трёх слагаемых (приведены слева от соответствующих равенств), а с индексами i и р - девяти слагаемых (сумме квадратов всех обобщённых координат матрицы 1.3.6), так как каждый из этих индексов может принимать по три значения (x, y, z) и (

), соответственно.

Определитель матрицы (1.3.6) обычно называют якобианом преобразования (1.3.3), численно он совпадает с отношением объёмов частицы в текущем и исходном состояниях



 .                                      (1.3.11)

Если величины ep отличны от 1, форма и (или) объём частиц изменяются, т. е. движение сопровождается деформацией. Если же в процессе движения ep = 1, R = 1, Ге2 = 3, Г = 0, деформация отсутствует. Такие случаи соответствуют движению недеформируемой системы частиц и, в частности, недеформируемых твердых тел.
Тело, ассоциируемое с понятием “материальная точка”, отличается от реального твёрдого тела областью определения переменных Лагранжа, для которых она стягивается в точку. Однако такой переход не всегда целесообразен. В частности, анализ кинематики недеформируемых твердых тел с фактической областью определения переменных Лагранжа позволяет учитывать поворот тела при его движении, более полно отражать особенности реальных механизмов (учитывать фактические форму и размеры звеньев кинематических пар, например, кривошипа или шатуна); учитывать влияние деформации частей механизмов и демпфирующих устройств на изменение характера движения; исследовать влияние размеров различных звеньев и координат точек крепления на изменение закона движения рабочего органа (инструмента); предлагать по обоснованным критериям места установки и виды регулировочных органов или дополнительных инструментов. Такое описание позволяет выявлять возможные ошибки при описании уравнений движения по условиям отсутствия деформации и сохранения объёма, переходить от одной формы описания движения к другой, например к форме Эйлера, проводить более полный анализ, например определять ротор и дивергенцию векторных полей перемещений (rot

, div

), скоростей (rot

, div

) или ускорений (rot

, div

), положение мгновенного центра скоростей или ускорений, подвижной и неподвижной центроиды и пр. Важно иметь ввиду, что при изменении системы отсчета координат или времени область определения переменных Лагранжа изменяется.
1.3.2. КИНЕМАТИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ  И  КЛАССИФИКАЦИЯ ВИДОВ ДВИЖЕНИЯ ТВЁРДЫХ ТЕЛ

Кинематические характеристики движения твердого тела полностью определяются уравнениями движения (1.3.3). По аналогии с движением материальных точек для каждой частицы твердого тела можно указать траекторию как совокупность последовательно занимаемых геометрических точек пространства наблюдателя. Уравнения (1.3.3) следует рассматривать как параметрическое описание этих кривых. Если из них исключить время t, система будет преобразована к уравнениям двух семейств поверхностей, пересечение которых совпадает с траекториями соответствующих частиц.

Если одна из координат частиц тела в процессе движения не изменяется, движение называют плоским или плоскопараллельным [1-4]. Для описания движения в таком случае достаточно двух уравнений из системы (1.3.3), а траектория является плоской кривой типа 

. 

Как отмечено в предыдущем разделе, ориентацию частицы в процессе движения по отношению к осям наблюдателя полностью определяют обобщённые координаты (1.3.6). По аналогии с скоростями и ускорениями движения материальных точек (1.2.1а) можно ввести понятия скоростей и ускорений обобщённых координат. Они могут быть получены дифференцированием матрицы (1.3.6) по времени или соответствующих компонент векторов скорости и ускорения по переменным Лагранжа [5].

Различные формы описания движения допускают различные виды производных по времени. Наиболее важными являются скорости и ускорения, первые из которых определяют интенсивность изменения во времени положения (координат xi) фиксированных частиц. Такие производные называют материальными или субстанциональными. В дальнейшем будем обозначать их нижним индексом “t”. При дифференцировании индексных функций, например координат xi, индекс дифференцирования записывают после запятой, как в уравнениях (1.1.6), (1.2.4). При описании движения в форме Лагранжа они совпадают с частными производными по времени


.                                               (1.3.12)

Локальные производные по времени, которые совпадают с частными производными по t при описании движения в форме Эйлера (1.3.5), не представляют интереса и в данной работе не рассматриваются. Способ определения скоростей при описании движения в форме Эйлера подробно рассмотрен в работах [1-5].

Движение твердых тел (частиц), как и материальных точек, принято различать по характеру изменения скорости (равномерные и неравномерные) и ускорения (равноускоренные или равнозамедленные). В дополнение к такой классификации движения твердых тел в зависимости от вида уравнений подразделяют на поступательные, вращательные и сложные.

Разнообразные варианты движения недеформируемых твердых тел могут быть представлены в виде наложения (суперпозиции) поступательного и вращательного, которые обычно называют простыми видами движения.

Определение сложного движения не является строгим. Например, в работе [2] сложным движением материальной точки или тела считают любое движение, если оно получено за счёт наложения относительного (относительно подвижной системы) и переносного (относительно условно неподвижной системы) движений. В результате любое движение точки или тела можно считать сложным [2, c. 144]. 

Такое же определение дано в работе [3, c. 169]: “Если тело движется относительно подвижных осей, а эти оси совершают одновременно переносное движение по отношению к неподвижным другим осям, то результирующее (абсолютное) движение называют сложным”.

Однако вводить дополнительную подвижную систему отсчёта при описании сложного движения не обязательно. Сложное движение можно получить наложением двух простых движений, совершаемых одновременно или последовательно в одной и той же условно неподвижной системе координат. Только при таком условии можно использовать принцип суперпозиции движений в форме Лагранжа (см. разд. 1.5).

В соответствии с этими определениями поступательное движение также может быть сложным, в том числе в результате наложения двух поступательных или вращательных движений. Движение частиц одного тела относительно другого всегда можно рассматривать как сложное, хотя оно может быть и простым - поступательным. Таким образом, деление видов движения на простые и сложные можно считать условным и непринципиальным. 

Понятия “относительное” и “переносное” движения также не являются строгими, так как выбор систем координат субъективен и любое из двух движущихся друг относительно друга тел может быть принято за условно неподвижное. Кроме того следует иметь ввиду, что переносных движений может быть несколько. В частности, для транспортируемого краном груза переносными будут подъём вместе с тросом лебёдки, поворот стрелы и перемещение крана по направляющим рельсам.

При описании движения в форме Лагранжа понятия “относительное” и “переносное” более определённо можно квалифицировать как вложенные (внутренние) и наложенные (внешние), как это показано в разд. 1.5.

1.4. ПРОСТЫЕ ВИДЫ ДВИЖЕНИЯ

Классифицировать движения можно по характеру зависимости уравнений (1.3.3) от переменных Лагранжа или виду матрицы обобщённых координат (1.3.6). При движении недеформируемых твердых тел длины ребер фиксированных в исходном состоянии бесконечно малых параллелепипедов (рис. 1) и их объём изменяться не должны, матрицы обобщённых координат принимают одну из рассмотренных ниже форм.

1.4.1. ПОСТУПАТЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ
Если уравнения движения в системе координат 

 имеют вид



                                                 (1.4.1)

и вторые слагаемые не зависят от координат 

, движение называется поступательным. Обобщённые координаты (1.3.6) сохраняют свои первоначальные значения



,                                                (1.4.2.)

т. е. ориентация любого выделенного в теле объекта по отношению к осям наблюдателя, его форма и размеры не изменяются (ep = 1, R = 1, Ге2 =3, Г = 0), векторы перемещения всех частиц совпадают (в векторной и скалярной формах)



 ; 

;   

                                   (1.4.3)

Траектории частиц зависят от вида функций 

, но для всех частиц они одинаковы и при наложении совпадают.

Скорости и ускорения частиц определяют субстанциональные (материальные) производные от уравнений движения (1.4.1) по времени 



 ; 

.                                      (1.4.4)

Ротор и дивергенция векторов перемещения, скорости и ускорения в пространстве переменных Эйлера обращаются в ноль.

1.4.2. ВРАЩАТЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ

Другим простым случаем движения без деформации является вращение твердого тела, например вокруг неподвижной оси “z”. Для описания такого движения удобно перейти к двумерной системе координат 

 и совместить её начало с проекцией оси “z” на плоскость вращения.

В исходном состоянии (t = 0) координаты Лагранжа любой частицы определяются её радиусом r и углом его наклона 

 к оси 

 



 ; 

 .                                         (1.4.5)
После поворота тела за время t на угол 

 текущий угол составит 

+

. Радиус частицы остаётся прежним, поэтому текущие координаты частицы будут



 ;



.  (1.4.6)

С учётом соотношений (1.4.5) эти уравнения принимают вид



;  

 .         (1.4.7)
Уравнения (1.4.7) описывают траектории частиц в параметрической форме (параметром или функцией времени является изменение угла 

). Если исключить из уравнений (1.4.7) угол 

, получим координатную (естественную) форму описания траекторий



 = const,                              (1.4.8)
т. е. все частицы перемещаются по дугам окружностей, радиус которых зависит от начального положения частицы относительно оси вращения.

Обобщённые координаты 



                                        (1.4.9)

характеризуют изменение ориентации частицы по отношению к осям координат наблюдателя, но деформация отсутствует, так как длины ребер, площади граней и объём частицы не изменяются (ep = 1, Г = 0, R = 1).

Компоненты скорости в каждой точке различны





 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  
 ;





 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  
  ,                 (1.4.10)

но полный вектор направлен по касательной к радиусу вращения, так как из уравнения (1.4.8) после дифференцирования по времени следует



 .                                      (1.4.11)
Модуль вектора скорости пропорционален радиусу вращения



 .                                        (1.4.12)
Направление вектора ускорения с компонентами





 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  
 ;



 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  
                         (1.4.13)
в общем случае зависит от соотношения угловой скорости 

 и углового ускорения 

. Если спроектировать компоненты ускорения на направление радиуса и касательной к траектории, получим:

нормальное ускорение (проекция на направление радиуса)



 ;       (1.4.14)
тангенциальное ускорение (направлено по касательной к траектории)



 .                                 (1.4.15)
При 

 = 0 полный вектор ускорения 

 направлен вдоль радиуса к центру вращения, так как



 ,                                     (1.4.16)
а его модуль определяется уравнением





 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  
                                  (1.4.17)
и пропорционален квадрату вектора скорости.

1.4.3. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ ПРИ ПЕРЕХОДЕ К НОВОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ
Поступательное и вращательное движения отличаются по характеру изменения уравнений при переходе от одной системы отсчёта наблюдателя к другой, если даже направление осей не изменяется и обе они остаются неподвижными друг относительно друга.

1.4.3.1. Параллельный перенос осей

Действительно, при переходе к новой, смещенной относительно первоначальной на расстояния a и b, системе хОу (предполагается, что направление осей координат не изменяется), следует перейти к новым координатам в соответствии с очевидными соотношениями



 ; 

+

 .                                (1.4.18)
Но такие же изменения должны быть внесены и в начальные (лагранжевы) координаты, так как по определению они равны начальным значениям координат частиц в той же системе отсчёта



 ; 

 .                              (1.4.19)

При подстановке новых значений уравнения поступательного движения сохраняют свой вид



 ,                                 (1.4.20)
т. е. фактически изменяются только абсолютные значения координат частиц, которые относятся к субъективным факторам. Обобщённые координаты, перемещения, скорости, ускорения и другие характеристики движения остаются прежними. Траектории остаются неизменными, смещается только система координат для их описания.

Для вращательного движения координатная форма уравнений движения изменяется. Действительно, если центр вращения находится в точке с координатами (a, b), в уравнениях (1.4.7) надо перейти к новой системе с помощью соотношений (1.4.18) и вместо уравнений (1.4.7) получаем





 EMBED Equation.2  
;



.                  (1.4.21)

Однако все другие характеристики, в том числе и обобщённые координаты движения (1.4.9), остаются прежними. В частности, траектории сохраняют вид окружностей, но их центр смещён относительно начала координат



.             (1.4.22)
Компоненты скорости (с учётом замены переменных 1.4.18) пропорциональны соответствующим расстояниям до центра вращения, т. е. не изменяются





 EMBED Equation.2  
 

 ;       (1.4.23)





 EMBED Equation.2  
 

.
Как и в предыдущем случае, модуль скорости зависит только от радиуса вращения и угловой скорости



 ,                                         (1.4.24)
а полный вектор направлен по касательной к окружности, так как из уравнения (1.4.22) следует



.                                       (1.4.25)

Повторным дифференцированием скоростей по времени можно определить компоненты ускорения





 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  
 ;



 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  
 .            (1.4.26)

Проектируя компоненты скорости на направления радиуса и вектора скорости, ортогонального радиусу, получаем компоненты нормального и касательного или тангенциального (по отношению к траектории движения) ускорения 



;



 .                           (1.4.27)

При 

 = 0 полный вектор ускорения направлен вдоль радиуса к центру вращения, так как



 или 

 ,            (1.4.28)
а его модуль определяется уравнением (1.4.17).





 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  
 .                  (1.4.29)
Таким образом, как при поступательном, так и при вращательном движении абсолютные значения координат частиц зависят от выбора системы отсчёта наблюдателя, а компоненты скорости и ускорения, если направления осей координат в обеих системах совпадают, остаются одинаковыми.

1.4.3.2. Поворот осей координат

Новые оси наблюдателя не обязательно должны совпадать по направлению с предварительно выбранной системой 

. Если начало координат новой системы, как и в рассмотренных выше случаях, смещено относительно системы 

 на расстояния a и b, а оси повернуты, например вокруг оси z, на угол 

 против часовой стрелки, тогда в приведенных выше уравнениях необходимо заменить координаты x, y на x1, y1  в соответствии с уравнениями



;  

 .                        (1.4.30)
Координаты z при рассматриваемом положении осей не изменяются.

Но аналогичные преобразования следует провести и с начальными координатами Лагранжа, так как по определению они отсчитываются в той же системе координат, что и текущие координаты Эйлера



;  

 .                        (1.4.31)
Новая система координат повернута, но не вращается, т. е. 

 =const, в результате вместо (1.4.20) и (1.4.21) получаем



 ; 

 ;

или



 , 

 ,                         (1.4.32)
где u1 и v1 - компоненты вектора перемещения в новой системе координат



;  

 .                     (1.4.33)
Аналогичным образом уравнения (1.4.21) принимают вид





 EMBED Equation.2  
;



 .           (1.4.34)

Характер движения не изменился, поступательное движение осталось поступательным, а вращательное - вращательным. В новой системе координат изменяются координаты, компоненты векторов перемещения, скорости и ускорения, однако их модули и проекции на направления, связанные с траекториями движения, в частности, нормальные и касательные компоненты ускорения, остаются неизменными.

1.5. СУПЕРПОЗИЦИЯ ДВИЖЕНИЙ В ПРОСТРАНСТВЕ ПЕРЕМЕННЫХ ЛАГРАНЖА

Если материальная частица или недеформируемое твердое тело участвует одновременно или последовательно в двух или более простых движениях, получаемое в результате движение будем называть составным или сложным. 

В общем случае процесс движения можно рассматривать состоящим из последовательности ряда разделённых во времени этапов. Переменные Лагранжа могут быть введены как независимо на каждом этапе, так и единые для последовательности нескольких этапов. Это связано с выбором системы отсчета координат и времени.

Рассмотрим два последовательных этапа. Пусть первый этап ограничен интервалом времени 0 

 t 

 t1 < t2 и уравнения движения на первом этапе имеют вид



 при 0 

 t 

 t1 < t2.                               (1.5.1)

Эйлеровы координаты в конечный момент рассматриваемого этапа (в момент времени t =t1) выделим обозначениями



 .                                              (1.5.2)

При описании движения на втором этапе t1 

 t 

 t2 можно в момент t1 ввести новый отсчет времени 

 = t - t1 

 0 и новые координаты Лагранжа 

, которые совпадают с текущими координатами (Эйлера) в момент времени t1 и позволяют описать дальнейший процесс движения в виде уравнений 



    при  0 

 

 

 t2 - t1 ,                       (1.5.3)

причём время t1 на втором этапе рассматривается как константа. На первом и втором этапах обобщённые координаты соответственно будут

 

 ;      

 .                      (1.5.4)

Уравнения (1.5.3) можно распространить на второй этап и без изменения системы отсчета времени, достаточно только ограничить временной интервал этого этапа в первоначальной шкале времени



 при t1 

 t 

 t2.                         (1.5.5)

Время t1 остаётся константой и в этом случае. Чтобы найти обобщённые координаты на втором этапе в пространстве переменных Лагранжа 

 с учетом движения на первом этапе, 

 следует рассматривать, в соответствии с соотношениями (1.5.2), функциями координат 

 первого этапа. Тогда для второго этапа по общим правилам дифференцирования неявно заданных функций [6] получаем 



; 

; 

 ;



; 

; 

;  (1.5.6.)



;  

;   

 .

Таким образом, матрица обобщённых координат в пространстве переменных Лагранжа xi,p, принятых в начале первого этапа, на каждом последующем этапе определяется по правилу перемножения матриц [6] (строка на столбец), причём первым (левым) множителем является матрица обобщённых координат второго (последующего) этапа, а вторым (правым) множителем - матрица предшествующего этапа 

xi,p = 

= 

 

  ,               (1.5.7)

или, в сокращённой записи
[xi,p] = [xi,k] [k,p] .                                             (1.5.8)

Рассмотренный принцип суперпозиции движений с заменой координат Лагранжа одного на переменные Эйлера другого возможен и при одновременном их протекании, так как интервалы этапов могут быть бесконечно малыми и на каждом из них будут просуммированы перемещения от обоих видов движения. Иначе говоря, если известны два возможных вида движения 



   и     

 ,                       (1.5.9)

тогда замена координат Лагранжа одного движения на переменные Эйлера другого 



                                            (1.5.10)

позволяет получить наложение этих движений при последовательном или одновременном их протекании.

Из общего правила определения обобщённых координат сложного движения (1.5.7) следует, что вид результирующего движения зависит от того, координаты Лагранжа какого из рассматриваемых движений будут заменены на переменные Эйлера. Для определённости в дальнейшем будем называть движения, эйлеровыми координатами которого заменяют аргументы (переменные Лагранжа) другого движения, вложенными (внутренними). Движение, в котором произошла эта замена, соответственно будем называть наложенными (наружными). Как будет показано в следующих разделах, эти понятия эквивалентны обычно используемым понятиям относительного и переносного движения. Их выбор зависит от особенностей исследуемых движений и не всегда однозначен. Одно и то же составное движение может быть описано различными способами.

Последовательность реализации каждого из простых видов движения, образующих в результате наложения соответствующее сложное движение, может быть определена специфическими параметрами времени, как например углом поворота 

 и линейными перемещениями 

 при совместном кручении и поступательном движении 



 при 0 

 t 

 t2   ,                    (1.5.11)
или различными компонентами перемещения ui(t) по осям координат.

Количество участвующих в суперпозиции движений может быть более двух. В частности, поступательное движение вдоль пространственной кривой можно рассматривать как суперпозицию трёх поступательных движений вдоль каждой из осей с соответствующими перемещениями и скоростями:

вдоль оси х:                        

 ; 

 ; 

 ;

вдоль оси у:                        

 ; 

 ; 

 ;                        (1.5.12)

вдоль оси z:                        

 ; 

 ; 

 .

Последовательная замена переменных Эйлера и Лагранжа приводит к уравнениям пространственного поступательного движения



 ; 

 ; 

 ,                                 (1.5.13)

которое тоже можно классифицировать как простое.

         Матрица обобщённых координат при суперпозиции поступательных движений не изменяется, т. е. совпадает с матрицей (1.4.2), любое из участвующих в составном движение может быть принято за вложенное или наложенное.
К простому виду можно отнести и суперпозицию двух вращательных движений, если оси вращения совпадают. Для простоты рассмотрим вращения относительно оси z. Пусть первое движение характеризует угол поворота 






 EMBED Equation.2  
;  

 ; 

 ,   (1.5.14)

а второе - угол 

, но описывается оно подобными уравнениями 





 EMBED Equation.2  
;  

 ; 

.   (1.5.15)

В результате наложения изменяются угловые перемещения



; 



 ; 

.                (1.5.16)

Движение остаётся плоским, соответствующие компоненты скорости и ускорения алгебраически складываются



 ; 

 ;



 ; 

. 
Как и в случае суперпозиции поступательных движений (1.5.13), любое из вращательных движений может быть принято за вложенное или наложенное. По общему определению (1.3.6) или в результате произведения матриц в соответствии с уравнением (1.5.7) обобщённые координаты принимают значения



 ,                         (1.5.17)

деформация отсутствует, меняется только пространственное положение частиц тела относительно начала координат.

Примеры применения принципа суперпозиции для различных видов движения приведены в следующих разделах.
1.6. АБСОЛЮТНОЕ, ПЕРЕНОСНОЕ И ОТНОСИТЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ

Простые движения, в которых одновременно или последовательно участвует недеформируемое твердое тело, по виду могут быть как разнотипными, так и однотипными. При наложении любых поступательных движений с уравнениями типа (1.4.20) в результате получаем поступательное движение, при этом компоненты перемещений, скоростей и ускорений алгебраически складываются, т. е. справедливо правило геометрического сложения соответствующих векторов.

Если оба движения являются вращательными относительно параллельных или, тем более, пересекающихся осей, тогда результирующее движение является сложным по любым известным классификациям. Например, наложение движения (1.5.14) на вращение вокруг точки с координатами (а, b) в соответствии с уравнениями (1.4.21) приводит к результирующему движению



; 



 ,  (1.6.1)

с траекториями



+



 ,         (1.6.2)

или





 EMBED Equation.2  
,                 (1.6.3)

где xP , yP - координаты центра вращения


;  

.            (1.6.4)

Матрица обобщённых координат совпадает с полученной при наложении вращений относительно начала координат (1.5.17).

Таким образом, радиус вращения сохранился, как в уравнении (1.4.22), но положение центра вращения во времени изменяется в соответствии с уравнениями (1.5.15), при изменении угла 

 он перемещается по окружности с центром в начале координат, так как





 EMBED Equation.2  
.                                (1.6.5)

В рассмотренном варианте частица с начальными координатами (

) движется как элемент педали велосипеда, ось которой закреплена на рычаге длиной 

 и перемещается (в зависимости от изменения угла 

) по окружности с центром в начале координат. Независимо от этого движения она может вращаться относительно своей оси (угол поворота 

). Чтобы частицы с различными начальными координатами оставались параллельными оси “х”, т. е. чтобы педаль оставалась горизонтальной, надо найти зависимость между углами 

 и 

 , удовлетворяющую условию



.                                           (1.6.6)

С учётом уравнения (1.6.1) получаем



 или 

 =- 

.                           (1.6.7)

В этом случае сложное движение педали преобразуется в простое поступательное с уравнениями движения



; 

 .   (1.6.8)

Соответственно обобщённые координаты преобразуются из вида (1.5.17) к виду (1.4.2).

Если наложить вращение вокруг точки с координатами (а, b) по уравнениям (1.4.21) на вращение вокруг начала координат в соответствии с уравнениями (1.5.15), тогда вместо (1.6.1) получим



; 



 . (1.6.9)

В результирующем движении траектории частиц имеют вид



 +



 ,               (1.6.10)

или
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,                        (1.6.11)
где



;   

 .   (1.6.12)

Как и в предыдущем случае, радиус остается постоянным, но центр вращения при изменении угла 

 описывает в плоскости хОу окружность с центром в точке (а, b) и радиусом 

, так как  
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.                      (1.6.13)

Движение с уравнениями (1.6.9) по существу отличается от рассмотренного выше (1.6.1) лишь смещением оси вращения рычага педали. Раньше он находился в начале координат, теперь смещён относительно начала координат на расстояния a и b в направлениях осей x и y, соответственно. Переход к смещённым осям для начальных и текущих координат в соответствии с уравнениями (1.4.18) и (1.4.19) преобразует уравнения (1.6.1) к виду (1.6.9). Обобщённые координаты, а следовательно и ориентация частиц по отношению к осям наблюдателя, одинаковы и определяются матрицей (1.5.17).

Рассмотренные варианты наложения вращательных движений позволяют описывать различные виды механизмов с дисковыми транспортёрами, например в роторных машинах, когда на каждой позиции используются независимые приводы инструмента или заготовки для технологических операций (механическая обработка, контрольные измерения и пр.). Наложение вращательных движений относительно трёх осей координат рассмотрено в разд. 1.9.

При наложении вращательных и поступательных движений в соответствии с изложенным принципом возможны принципиально различные варианты получаемого в результате сложного движения.

Если лагранжевы координаты поступательного движения (1.4.20) заменить эйлеровыми координатами вращательного движения (1.4.21), получим





 EMBED Equation.2  
;


 ,           (1.6.14)

что соответствует вращательному движению некоторого тела вокруг оси, ортогональной плоскости хОу и проходящей через точку С некоторого другого тела, совершающего поступательное движение (1.4.20) в неподвижной системе отсчета наблюдателя хi с траекториями



=const.     (1.6.15)

В уравнениях (1.6.14) функциями времени являются компоненты перемещения центра вращения u(t), v(t) и изменение угла поворота тела. После дифференцирования по времени для компонент скорости находим



 ; 



 .                (1.6.16)

В частном случае при а = 0, b = r, v = 0, u(t) = r 

 отсюда следуют уравнения движения частиц диска радиусом r при его качении без проскальзывания по горизонтальной плоскости


 ;  

        (1.6.17)

с компонентами скорости


 ; 

.       (1.6.18)

    Если же эйлеровы координаты поступательного движения (1.4.20) подставить вместо лагранжевых координат вращательного движения (1.4.21), получим
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;


 ,        (1.6.19)
что соответствует вращению твердого недеформируемого тела вокруг неподвижного центра, но с изменяющимся во времени радиусом в соответствии с траекториями



,          (1.6.20)
так как u и v являются функциями времени.

Вектор скорости в сложном движении (1.6.19) равен сумме векторов скоростей составляющих движений. Соответственно и компоненты скорости 
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    ;
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 (1.6.21)

равны сумме соответствующих компонент вложенного и наложенного движений. 
Уравнения (1.6.19-1.6.20) соответствуют движению ползуна (камня) по пазу кулисы или некоторого тела с пазом по радиально направленному стержню, вращающемуся вокруг полюса с координатами (а, в).

В обоих случаях, если u и v не зависят от лагранжевых координат частиц, а величины a и b остаются постоянными, обобщённые координаты xi,p сохраняют значения (1.4.9).

Таким образом, замена вложенного и наложенного движения приводит к различным видам результирующего движения. Необходимо четко различать, какое движение является вложенным (внутренним) и какое наложенным (внешним). 
Следует особо отметить, что выше все случаи наложения движений рассмотрены без введения дополнительных подвижных систем координат. Более того, принцип суперпозиции движений (1.5.7), в соответствии с правилом определением переменных Лагранжа, применим только тогда, когда участвующие в составном простые виды движения записаны в общей условно неподвижной системе координат.

Учитывая вклад участвующих в суперпозиции движений в результирующее движение, их можно классифицировать с использованием принятой в теоретической механике терминологии. Вложенное движение (в предпоследнем случае вращательное, в последнем - поступательное) относительно дополнительной подвижной системы координат принято называть относительным, наложенное - переносным, а движение, получаемое в результате их суперпозиции - абсолютным.
Для подтверждения достоверности изложенного правила суперпозиции движений в дальнейшем для большинства примеров, в том числе абсолютно твёрдых тел, наряду с уравнениями движения составного движения и компонентами скорости приведены матрицы обобщённых координат. Повторять их в каждом конкретном примере для недеформируемых твёрдых тел нет необходимости, так как они подобны приведенным в разд. 1.4 - 1.5, длины ребер частиц, зафиксированных в начальный момент при t = 0, и их объём не изменяются (см. разд. 1.3.1).

1.7. ПОДВИЖНЫЕ СИСТЕМЫ КООРДИНАТ
В практических расчётах часто возникает необходимость изменения системы отсчёта наблюдателя. Если новая система движется относительно прежней или, что тоже самое, прежняя система становится подвижной в новой системе отсчёта, тогда для корректировки уравнений движения в новой системе необходимо воспользоваться принципом суперпозиции, рассмотренным в разд. 1.5.
По существу любую систему координат можно связать с некоторым подвижным или неподвижным недеформируемым твердым телом. И тогда принцип суперпозиции с заменой переменных Лагранжа переносного (наложенного) движения на переменные Эйлера относительного (вложенного) движения можно распространить и на преобразования уравнений движения тела при переходе от одной (условно подвижной) системы координат к другой (условно неподвижной). Таких последовательных переходов может быть несколько, но все они должны быть проведены по единым правилам.

Так как по определению переменные Лагранжа должны совпадать с переменными Эйлера при t = 0, они должны отсчитываться в одной системе координат. При переходе от одной системы к другой соответствующие преобразования должны быть выполнены по отношению как к текущим, так и к начальным координатам.

Например, если тело вращается относительно начала координат подвижной системы 

 в соответствии с уравнениями (1.5.15), а сама система совершает поступательное перемещение в плоскости хОу  с компонентами u, v, тогда, с учётом перехода к новым осям (прежняя система отмечена штрихами)



 ; 

 ; 

 ; 

 ,              (1.7.1)

абсолютное движение описывают уравнения
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              (1.7.2)

с компонентами скорости
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 ;





 EMBED Equation.2  
. (1.7.3)

По существу уравнения (1.7.2) совпадают с уравнениями (1.6.14) и соответствуют движению по окружностям постоянного радиуса с подвижным центром



 .             (1.7.4)

        Использованные выше обозначения uC0 и vC0 соответствуют исходным значениям координат точки С, являющейся началом координат системы 

, т. е. её переменным Лагранжа в условно неподвижной системе отсчёта наблюдателя хОу . Они эквивалентны обозначениям 

 и 

 .

Если же тело совершает в подвижной системе 

 поступательное движение



 ; 

 ,                                  (1.7.5)

а сама система 

 вращается относительно начала координат условно неподвижной системы наблюдателя в соответствии с уравнениями (1.5.14), тогда для перехода к системе хОу можно подставить уравнения (1.7.5) в (1.5.14) и затем перейти к переменным Лагранжа в новой системе координат. Но удобнее такой переход провести непосредственно для поступательного движения (1.7.5), в новой системе они сохраняют вид, но уже c координатами Лагранжа и Эйлера в основной системе 



 ; 

 .                                  (1.7.6)

        Окончательные уравнения движения в обоих случаях принимают вид



 ;

 (1.7.7)

и соответствуют вращению вокруг начала координат по траектории с переменным радиусом



                                 (1.7.8)

и с компонентами скорости
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Уравнения (1.7.9) с учетом (1.7.7), как и другие характеристики движения, можно записать через переменные Эйлера
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 ;



 .                         (1.7.10)

Положение мгновенных центров скоростей и компоненты ускорения для последних двух случаев движения будут рассмотрены в разд. 1.10.

Если вращение системы 

 происходит вокруг некоторой точки, не совпадающей с началом координат, например с координатами (а, b), тогда вместо уравнений (1.5.14) надо использовать (1.4.21), которые после замены переменных Лагранжа на переменные Эйлера (1.7.6) принимают вид



 ;



 .            (1.7.11)

Этот же результат следует и из уравнений (1.7.7) после перехода к новой системе координат, смещенной относительно использованной в (1.7.7) на расстояния а по оси х и b - по оси у. 

Во всех рассмотренных случаях обобщённые координаты (1.3.6) определяются только тригонометрическими функциями углов, как и в матрице (1.4.9), характеризуя изменение ориентации частиц по отношению к системе отсчёта наблюдателя, деформация отсутствует. 

При известных уравнениях движения определение скоростей и ускорений не представляет трудностей. При описании движения в форме Лагранжа субстанциональная производная по времени совпадает с частной производной. После дифференцирования получаем линейные функции координат (эйлеровых и лагранжевых). Эта особенность движения твердых тел используется в графических методах кинематического анализа [1-4].

Рассмотреть все варианты суперпозиции разнообразных видов движения не представляется возможным. Рассмотренные выше случаи являются достаточно общими и могут быть использованы при анализе различных механизмов и машин.
1.8. ВРАЩЕНИЕ ОТНОСИТЕЛЬНО ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ОСЕЙ

Примеры суперпозиции движений при вращении относительно параллельных осей приведены в разд. 1.5 - 1.6. Однако, учитывая важное прикладное значение, ниже рассмотрены некоторые дополнительные особенности описания таких видов движения, в том числе в подвижных системах координат.

В большинстве механизмов, в том числе в редукторах, передача движения осуществляется за счет вращения рабочих органов относительно параллельных осей. Рассматриваемое движение можно отнести к плоскому [1-4] и представить в виде наложения поступательного перемещения полюса и вращательного движения этой частицы относительно полюса.

Основная особенность кинематического анализа таких механизмов состоит в том, что для описания движения частиц каждого рабочего органа обычно удобнее ввести свою систему координат, а взаимодействие между различными телами (рабочими органами) следует определять в некоторой единой системе, условно считаемой неподвижной. Общие правила такого перехода рассмотрены в предыдущем разделе. 

Рассмотрим частицы тела, вращающегося относительно точки О1 с координатами (а, b) в соответствии с уравнениями (1.4.21) по круговой траектории (1.4.22).

Если ось вращения перемещается в пространстве наблюдателя, тогда в уравнениях (1.4.21) и (1.4.22) постоянные координаты центра (а, b) должны быть заменены на функции времени, например u(t), v(t)  
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;



.                   (1.8.1)

Каждая из компонент скорости зависит от двух функций времени,
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,            (1.8.2)

но вектор скорости перемещения частиц относительно полюса, как и в предыдущем случае, направлен ортогонально радиусу в текущем состоянии, так как


 , 

.                               (1.8.3)
Траектории становятся дугами окружностей с подвижным центром



 = const.                  (1.8.4)

С точки зрения принципа суперпозиции (1.5.7) уравнения (1.8.1) можно объяснить как наложение поступательного движения полюса (оси) на вращательное (1.4.21) или (1.4.7) с переходом к новой системе отсчёта наблюдателя, смещенной в исходном состоянии на расстояния u0 и v0 от центра вращения. 

При перемещениях, описываемых уравнениями (1.8.1), деформация отсутствует, матрица обобщённых координат совпадает с (1.4.9).

Если начальные значения функций заменить их текущими значениями в множителях, содержащих переменные Лагранжа, тогда вместо уравнений движения (1.8.1) получим
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.                  (1.8.5)

По предположению функции u и v зависят только от времени, тогда матрица обобщённых координат не изменяется, т. е. такое движение возможно для недеформируемого твердого тела, но его траекториями являются кривые с переменным радиусом кривизны и подвижным центром вращения 



.                         (1.8.6)

После дифференцирования по времени находим компоненты скорости
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Полученные уравнения отличаются от соответствующих движению ползуна кулисы (см. ур. 1.6.19-1.6.21) и характеризуют более сложное движение тела.

Для системы шестерен или блоков, вращающихся друг относительно друга без проскальзывания, движение частиц каждого блока в системах координат, связанных с их центром, описывается уравнениями типа (1.5.14), но углы поворота в каждом из них в общем случае будут различными. Так как по условию проскальзывание отсутствует, линейные перемещения на контактах смежных шестерен (блоков) должны быть одинаковы. Тогда должно выполняться условие



 ,                                        (1.8.8)

где индексами i и i+1 обозначены углы поворота 

 и радиусы r смежных блоков. Таким образом, при повороте ведущей шестерни на угол 

 шестерня с порядковым номером “i” повернётся на угол



 ,                                         (1.8.9)

а уравнения движения в собственной системе координат принимают вид



 ; 

 .           (1.8.10)

Если расстояние от центра i -ой шестерни до центра приводной шестерни обозначить Ai , тогда, используя любой вариант перехода к условно неподвижной системе наблюдателя, начало которой совмещено с центром приводной шестерни, для частиц i - ой шестерни получим



; 

.  (1.8.11)

В случаях, когда на весь рассматриваемый механизм наложено дополнительное вращение принятой выше за неподвижную системы наблюдателя, как например на установке для отбортовки по наружному контуру, тогда уравнения (1.8.11) следует считать относительными для переносного движения
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 ,     (1.8.12)

где изменение угла 

, вообще говоря, не обязательно должно быть связано с изменением угла приводной шестерни 

. После подстановки (1.8.11) в уравнения (1.8.12) с учётом принципа суперпозиции получаем

 

 -


 ;



 +


  .             (1.8.13)

Скорости частиц блоков зависят от соотношения приращения углов 

 и 

.

       В инструментальных блоках для внутренней или наружной отбортовки координаты центров вращения дополнительно могут быть функциями угла поворота 

. Перемещение центров может быть учтено как наложение дополнительного (внешнего) движения на уравнения (1.8.13).

В частном случае для механизмов типа закатных головок (u = a = const; v = 0 = const) уравнения (1.8.5) принимают вид: 
относительное движение
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 ; (1.8.14)

переносное движение (вращение относительно начала координат)
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 ;      (1.8.15)

совместное движение
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 ;
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;

или, переходя к сумме приращений углов,



  ;



  .      (1.8.16)
Системы (1.8.1), (1.8.5) (1.8.13) и (1.8.16) соответствуют движению твёрдых тел без деформации. Их дифференцирование по времени для определения скоростей и ускорений не представляет трудностей. 

1.9. ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА ОТНОСИТЕЛЬНО ПЕРЕСЕКАЮЩИХСЯ ОСЕЙ

При наложении поступательных движений вдоль различных осей координат вид уравнений движения вдоль каждой из них сохраняется (см. разд. 1.5). Наложение вращательных движений, в каждом из которых меняется не менее двух координат, приводит к изменению уравнений движения для соответствующих направлений. Например, при вращении тела вокруг оси z уравнения движения имеют вид
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 ;    

 ;   

 .   (1.9.1)

Уравнения движения при вращении тела вокруг других осей можно получить путём круговой подстановки текущих и начальных координат. В частности, для вращения вокруг оси “х” получим



 ; 

 ; 

 .       (1.9.2)

Последующая замена переменных даёт уравнения движения при вращении вокруг оси “у”



; 

 ; 

 .     (1.9.3)

Если двигатель, вращающийся вокруг оси “z”, получает дополнительное вращение вокруг оси “х”, тогда для описания совместного вращения достаточно эйлеровы координаты х и у из уравнений (1.9.1) подставить вместо лагранжевых координат 

 и 

 в уравнения (1.9.2). В результате получим



 ;

 

 ;



 .           (1.9.4)

При таком движении деформация отсутствует, длины ребер частицы и её объём не изменяются



 ;          (1.9.5)



; R = 1; Ге2 = 3; Г = 0.

На составное движение (1.9.4) можно дополнительно наложить вращение тела вокруг оси “у”, заменяя лагранжевы координаты 

 в уравнениях (1.9.3) соответствующими эйлеровыми координатами xi из уравнений (1.9.4). Получаемое результирующее движение
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 ;                 (1.9.6)
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 ,
как и в предыдущем случае, происходит без деформации (матрица обобщенных координат не приводится в связи с её громоздкостью).

Окончательные уравнения (1.9.6) несимметричны относительно координат 

, что отражает особенности движения. Например, гироскоп, закрученный вокруг оси z, не может вращаться аналогичным образом вокруг других осей. 

Уравнения для скоростей должны учитывать производные по времени от трех угловых координат. 

1.10. ПОДВИЖНЫЕ И НЕПОДВИЖНЫЕ ЦЕНТРОИДЫ. УСКОРЕНИЕ КОРИОЛИСА

В традиционных курсах теоретический механики [1-4] достаточно много внимания уделяют мгновенным центрам скоростей и ускорений, положению подвижной и неподвижной центроид плоского движения. Для пространственного движения твердых тел такие характеристики обычно не применяют в связи с трудностями их определения.

Мгновенным центром скоростей (МЦС) или мгновенным полюсом плоского движения называют точку, вокруг которой следует повернуть на бесконечно малый угол плоскую фигуру, чтобы перевести её из одного положения в другое, бесконечно близкое к первому. 

Движение плоской фигуры после перехода к мгновенному центру скоростей как началу некоторой новой системы координат для бесконечно малого отрезка времени преобразуется из сложного в простое вращательное. Полюс в рассматриваемый момент времени должен оставаться неподвижным и для определения его положения надо решить систему уравнений для компонент скорости, приравняв каждую из них нулю

xt = 0 ; yt = 0.                                        (1.10.1)
Например, для рассмотренного в разд. 1.7. составного (с переносным поступательным и относительным вращательным) плоского движения (1.7.2) с учётом уравнений (1.7.3) для компонент скорости положение МЦС определяет система уравнений



; 

.             (1.10.2)

Геометрическое место мгновенных центров скоростей xP , yP в условно неподвижном пространстве наблюдателя называют неподвижной центроидой или полодией (от греч. “одос” - путь полюса). Таким образом, при записи системы (1.10.1) в переменных Эйлера, решение сразу даёт уравнение неподвижной центроиды. 

Однако систему (1.10.1) можно записать и в переменных Лагранжа



; 



.        (1.10.3)

Тогда её решение даёт положение подвижной центроиды (полодии) в системе координат, вмороженной в движущееся тело.

Если одна из систем (1.10.2) или (1.10.3) решена, для перехода от подвижной к неподвижной достаточно подставить исходные уравнения движения в форме Лагранжа или Эйлера в соответствующие уравнения центроид.

Всякое движение плоской фигуры можно осуществить качением без скольжения подвижной центроиды, неизменно связанной с этой фигурой, по неподвижной центроиде [1-4].

Численные решения систем (1.10.1) на ЭВМ не представляют трудностей при любой сложности уравнений движения.

Подобные центроидам понятия могут быть введены и для ускорений, определение которых при известных уравнениях движения как аналитическими, так и численными методами не представляет трудностей, так как связано не с интегрированием, а с дифференцированием исходных функций. Возможна лишь громоздкость уравнений (для компонент ускорений) в некоторых случаях составного движения, особенно в переменных Лагранжа. 
Компоненты ускорений xi,tt в условно неподвижной системе отсчёта наблюдателя как при плоском, так и при пространственном движении полностью определяют проекции этих векторов на любые другие направления. 

Во всех случаях компоненты скорости равны сумме соответствующих компонент вложенных и наложенных движений (векторное правило сложения скоростей). Так как каждое движение можно привести в общем случае к наложению поступательного и вращательного, то и вектор скорости произвольной частицы можно представить в виде суммы векторов скоростей поступательного и вращательного движения. Каждый из этих векторов имеет величину и направление, которые могут изменяться во времени. Эти изменения должны быть учтены при последующем их дифференцировании по времени (по определению ускорения - вторые субстанциональные производные от уравнений движения).

Если наложенным (внешним) движением является поступательное, т. е. уравнения для скоростей имеют вид (1.7.3)
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, (1.10.4)

тогда можно выделить составляющие ускорения, возникающие за счёт изменения скорости наложенного движения 



; 

 ,                             (1.10.5)

изменения угловой скорости вращательного движения 



; 

                             (1.10.6)

и скоростей относительного движения рассматриваемой частицы и полюса 



; 

.                      (1.10.7)

В результате компоненты ускорения составляют



; 



.                 (1.10.8)

Если же наложенным (внешним) движением является вращательное, уравнения для скоростей принимают вид (1.7.9) в переменных Лагранжа или (1.7.10) в переменных Эйлера 
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 .                         (1.10.9)

Для сокращения записей, как и в рассмотренном выше случае, ниже рассмотрены уравнения для ускорений только в пространстве переменных Эйлера. Первые два слагаемых уравнений (1.10.9) подобны преобразованиям координат при повороте тела (1.5.14) и определяют текущие компоненты скорости поступательного движения частицы с учётом поворота тела. Последние слагаемые соответствуют компонентам скорости её вращательного движения относительно системы отсчёта наблюдателя. Каждое слагаемое содержит по два множителя, являющихся функциями времени. В результате после дифференцирования по времени получаем по 6 слагаемых для каждой компоненты ускорений



 ;



 . (1.10.10)

По аналогии с уравнениями (1.10.9) первые два слагаемых в каждом из уравнений 


 ;  

 .      (1.10.11)
можно интерпретировать как компоненты ускорения поступательного перемещения с учётом наложенного на тело поворота. По принятой терминологии [1-4] это компоненты ускорения относительного поступательного перемещения , аналогичные компонентам (1.10.5). 

Два последних слагаемых подобны ускорениям (1.10.6) и (1.10.7) в рассмотренном выше случае с наложенным поступательным движением, их можно записать в виде



 ; 

  .                          (1.10.12)

Оставшиеся два слагаемых в каждом из уравнений (1.10.10) зависят от текущих значений линейных и угловых скоростей частицы. Они определяют кориолисово ускорение



 ;   

 . (1.10.13)

которое учитывает влияние наложенного (внешнего) вращения на относительное движение частиц движущегося тела. 

Примером движения с кориолисовым ускорением является кулисная кинематическая пара с ползуном, перемещающимся по пазу кулисы (см. разд. 2.2). При вращении кулисы ползун стремится отклониться в противоположном направлении и это можно наблюдать по изменению величины зазоров в кинематической паре. Кориолисово ускорение возникает при изменении кривизны траектории и приводит к дополнительным усилиям и деформациям взаимодействующих пар, которые необходимо учитывать при высоких угловых скоростях, например в гироскопах, турбинах, сепараторах и пр.

Компоненты ускорения, как и компоненты скорости, могут быть записаны через переменные Эйлера или Лагранжа. При движении недеформируемых твердых тел они являются линейными функциями начальных или текущих координат. 

1.11. кривизна траектории. оси естественного трёхгранника 
      Наряду с рассмотренными выше кинематическими характеристиками, при анализе движения твёрдых тел могут представлять интерес некоторые геометрические особенности траекторий, например кривизна, длина её отдельных участков, направления осей естественного (подвижного) трёхгранника [1-3, 6] и пр.


Для любой фиксированной частицы система (1.3.2) соответствует параметрическому способу описания траекторий, где параметром является время t
 

 или 

 при 

.                        (1.11.1)
Квадрат длины бесконечно малого участка траектории



                              (1.11.2)
можно записать через компоненты скорости (

)



                        (1.11.2a)
и за время (

) пройденный частицей путь будет равен длине соответствующего участка М1М2 траектории 



 (1.11.3)

Учитывая, что подкоренное выражение определяет модуль скорости частицы, вместо (1.11.3) можно записать



 .                                    (1.11.4)
Выбор направления шкалы времени определяет знак результата (пути s) и если t2 > t1, тогда s >0.

Соприкасающейся окружностью (кругом кривизны) траектории М2M3 в точке M1(r1) = M1(x1, y1, z1) называют предельное положение окружности, проходящей через точку M1 и две смежные достаточно близкие точки M2 и M3, принадлежащие этой же траектории, при приближении (стремлении) точек M2 и M3 к M1. Плоскость этой окружности называют соприкасающейся плоскостью кривой М2М3 в точке M1. 


Направленная прямая, идущая из точки M1 к центру соприкасающейся окружности, называется главной нормалью кривой М2М3 в точке M1. Единичный вектор главной нормали определяет вторая производная от радиус вектора 

, преобразованного к виду 

, по длине дуги s




 EMBED Equation.2  
 .                                         (1.11.5)

В каждой точке M1(r1) = M1(x1, y1, z1) можно провести касательную к траектории М2М3, которая определяется предельным положением секущей, проходящей через две близко расположенные точки M1 и M2 по мере приближения M2 к M1. Единичный вектор касательной определяется уравнением



 .                                       (1.11.6)
Если 

, к кривой (1.11.1) можно провести только одну касательную, которая будет принадлежать соприкасающейся плоскости. Положительное направление касательной должно соответствовать положительному направлению траектории (длины s). Главная нормаль и касательная ортогональны.


Бинормалью кривой в точке M1 называют направленную прямую, проходящую через точку M1 и образующую вместе с положительными направлениями касательной и главной нормали правую систему декартовых прямоугольных координат, т. е.



.                                         (1.11.7)

Плоскости, определяемые осями этого “подвижного трёхгранника”, называют соответственно нормальной (ортогональна касательной), спрямляющей (перпендикулярна главной нормали) и соприкасающейся (перпендикулярна бинормали).


К инвариантным характеристикам траектории частицы относятся радиус кривизны 

 или кривизна 

, которая равна предельному значению отношения угла поворота касательной 

 к длине соответствующего участка кривой 

 при стремлении последнего к нулю 



 .                             (1.11.8)
В общем случае [6]
 

 ,                    (1.11.9)
где нижними индексами “s” обозначены производные от координат по длине траектории. Для любой функции, связанной с движением частицы, производные по длине траектории можно выразить через производные по времени



 ,                    (1.11.10)
где 



,                       (1.11.11)

т. е. производная st совпадает с модулем скорости частицы st =|v|.
После повторного дифференцирования находим



 ,                   (1.11.12)

где 



 ; или  

 .                            (1.11.13)
С учётом (1.11.12) - (1.1.13) вместо (1.11.9) получаем



 (1.11.14)
или



 .                    (1.11.15)
Таким образом, кривизна траектории определяется величиной и направлением векторов скорости 

 и ускорения 






 EMBED Equation.2  
            (1.11.16)
и может быть определена через ортогональную вектору скорости проекцию ускорения (нормальное ускорение 

)



 .                        (1.11.17)

Из приведенных выше формул следует, что разрыв кривизны возможен только в точке траектории с нулевой скоростью.

Уравнение (1.11.17) может быть использовано для расчёта нормальной компоненты ускорения 

, полный вектор которого лежит в соприкасающейся плоскости и направлен в сторону вогнутости кривой 



                          (1.11.18)
Все рассмотренные выше геометрические характеристики траекторий могут быть распространены на любые участвующие в движении частицы. При описании движения твёрдых тел, в соответствии с уравнениями (1.3.3), они будут функциями не только времени, но и лагранжевых координат.
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