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Алюшин Ю.А. Механика процессов деформации в пространстве переменных Лагранжа

5.  ПЛАСТИЧЕСКИЕ ДЕФОРМАЦИИ. 

     Уравнения (3.13) обеспечивают инвариантность приращения энергии (3.10) не только при  = const и это позволяет распространить их на об-ласть необратимых деформаций. 

     Чтобы выявить условия перехода от обратимых деформаций к необра-тимым, а также уточнить механизм развития и энергетические меры пластических деформаций, выделим из общего приращения (3.1) соответственно обратимую и необратимую составляющие энергии. Для этого, не накладывая никаких ограничений на свойства материала и особенности деформации, преобразуем уравнение (3.10) к виду [15]



  .                             (5.1)

     Первое слагаемое представляет полный дифференциал и определяет обратимую часть энергии. Доля обратимой энергии во втором слагаемом зависит от выбора шкалы средних напряжений. При средних значениях напряжений и деформаций (3.80а) можно записать



 . (5.2)

    В соответствии с уравнениями (3.13), без ограничения вида функции  и шкалы средних напряжений, примем
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     C учетом возможности выделения части энергии в виде тепла (см. ур-ие 3.1), дополним уравнение (5.1) слагаемым qtdt и для приращения потенциальной энергии запишем



 .                     (5.4)

     Деформация становится необратимой, когда возникает возможность диссипации энергии, накопленной на упругой стадии. С математической точки зрения в рамках энергетической модели [15] для этого необходимо, чтобы все изменяемые части потенциальной энергии в уравнении (5.4) стали равноправными участниками процесса и могли обмениваться энергией, т. е. чтобы они перешли в разряд полных дифференциалов. Именно в таком случае без дополнительной работы внешних сил (du = 0) накопленная энергия может расходоваться на необратимую пластическую деформацию и после этого рассеиваться в пространстве.

    Для предшествующей упругой стадии деформации при  = const третье слагаемое в квадратных скобках правой части уравнения (5.4) обращается в ноль. Второе слагаемое в новой шкале средних напряжений, когда /e = , также равно нулю, а в обычной шкале с учетом  = (e - 1) принимает вид 

3e2 (/e)t = - 3 e2 (1/e)t = 3et 

и преобразуется в полный дифференциал. Упругая деформация обратима, накопленная энергия сохраняется в системе и выделение тепла отсутствует, qt = 0. Вместе с тем, поступление тепла из внешних источников приводит к изменению энергии частицы и её деформации.

    Необратимую часть энергии определяет третье слагаемое, а переход в пластическое состояние зависит от среднеквадратических отклонений деформаций (2.25) или напряжений (3.49) и наступает тогда, когда зависимость между ними Т =  Г становится нелинейной.

5.1. ИДЕАЛЬНАЯ ПЛАСТИЧЕСКАЯ СРЕДА

    Роль клапана для перехода накопленной упругой энергии в тепло выполняет третье слагаемое в уравнении (5.4) и пластическая деформация начинается, когда произведение tГ2 при  = Т/Г преобразуется в полный дифференциал. Это условие, в частности, будет выполнено, если принять  

T = Ts = const   .                                         (5.5)

Учитывая, что в области упругих деформаций величина Т с точностью до постоянного множителя совпадает с интенсивностью напряжений, условие (5.5) эквивалентно условию пластичности Губера - Мизеса [9-11]. Тогда tГ2 = -ТsГt и вместо уравнения (5.4) получаем  



 ,                                  (5.6a)

или, с учетом соотношения (3.9), 



  .                                   (5.6b)

    Разницу между R и e определяет величина Г2, которая в любой шкале средних напряжений имеет порядок 2 по сравнению с  для R или e. Но именно она определяет переход материала в пластическое состояние при достижении среднеквадратическим отклонением Г критического значения Гs = Тs/. 

5.2. МЕХАНИЗМ ПЛАСТИЧЕСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ

    Один упругий модуль  допускает неоднозначные значения средних деформаций е и среднеквадратических отклонений Г при фиксированном значении накопленной упругой энергии. Тогда система без дополнитель-ной работы внешних сил может принимать различные конфигурации, в том числе с экстремальными значениями составляющих е и Г, без изменения обобщенной деформации Ге. Это позволяет предложить механизм необратимых деформации в виде циклического процесса с накоплением энергии упругих деформаций на первой фазе цикла, как правило с изменением объёма частицы, и диссипацией избыточной части энергии на второй фазе цикла с возвратом объёма частицы к его исходному значению. 

    Например, при линейном растяжении на первом этапе близкая к однородной упругая деформация развивается в соответствии с уравнениями (ЛР-1.1). После достижения среднеквадратическим отклонением критического значения Гs, которому соответствуют деформация Коши s, предел текучести s и среднеквадратическое отклонение напряжений Лагранжа 

, получаем изменение объёма R, обобщенную деформацию Ге и ее составляющие (среднюю е и среднеквадратическое Г, с точностью до квадрата относительной деформации s)

R = exp[s(1 - 2)] = 1 + s(1 - 2) + 0,5 s2(1 - 2)2  ;

3e = 3 + s(1 - 2) +  0,5 s2(1 + 22)  ;

Ге2 = 3 + 2s(1 - 2) + 2s2(1 + 22)  ;                       (5.7)

 Гs2 = 2s2(1 + )2/3 . 

     За счет изменения объёма и формы частица накапливает энергию

 u = e2 = 2 s[1 - 2 + s(1 + 22)]  .                       (5.8)

     При критических значениях Ts =  Гs за счёт этой энергии начинается вторая стадия цикла. Деформация в направлении оси х возрастает в соот-ветствии с уравнениями движения (использован принцип суперпозиции, начало отсчета времени сохранено прежним, величина s зафиксирована и при дальнейшем развитии деформации остается постоянной)

x =  exp(s + ) ; y =  exp(-s - ) ; z =  exp(-s - ) ,     (5.9)

где  - приращение деформации вдоль оси х,  - отношение продольной и поперечной деформации на этой стадии цикла.

     По мере развития второй стадии цикла основные характеристики составляют

R = exp[s(1 - 2) + (1 - 2)] = 

 1 + s(1 - 2) + 0,5 s2(1 - 2)2 + (1 - 2) + 0,5 2(1 - 2)2  ; 

3e = 3 + s(1 - 2) + 0,5 s2(1 + 22) + (1 - 2) + 0,5 2(1 + 22)  ; 

Ге2 = 3 + 2s(1 - 2) + 2(1 - 2) + 2(s + )2 + 4( + )2  ;

 Г = 

[s(1 + ) + (1 + )] .                            (5.10)

     Различным сочетаниям  и  будут соответствовать различные степени восстановления объёма и доли выделяемой энергии. Объём частицы возвращается к своему исходному значению, когда дополнительная деформация  достигает значения деформации на первой стадии цикла  = s при коэффициенте  = 1 -  , т. е. при более интенсивном уменьшении поперечных размеров. При этом обобщенная деформация уменьшается на порядок и составляет 

Ге2 = 12s2 ,                                         (5.11а)

а среднеквадратическое отклонение увеличивается за период второй фазы цикла на

 =

 s - 

 s(1 + ) = 

 s (2 - ) 

и достигает 

      =

 s .                                         (5.11b)

На такую деформацию требуется энергия

u =Тs  =  Гs  = 2s2(1 + )(2 - )/3  ,                (5.11c)

что на порядок ниже накопленной на первой фазе (5.8) и после завершения второй фазы она может быть диссипирована в пространстве.

    Фактические дополнительные деформации на второй фазе цикла зависят от особенностей нагружения. При контролируемых усилиях поддерживается уровень критических напряжений и это способствует развитию деформаций. При контролируемых деформациях они могут прекратиться с учетом наложенных граничных условий.

5.3. ОБОБЩЁННАЯ МОДЕЛЬ ПЛАСТИЧЕСКИХ ДЕФОРМАЦИЙ 

     Реальные материалы отличаются большим многообразием свойств, особенно в области необратимых деформаций. Соотношения (5.3) предусматривают возможность деформационного упрочнения материала. Для учёта более общих зависимостей между напряжениями, деформациями и скоростями деформаций уравнение для мощности деформации (3.10) удобно записать в виде

 = p ep,t = 3 et + (p - ) (ep - e)t   .                       (5.12)

      Предположим, что отклонения напряжений p от средних значений  определяются соотношениями

p -  =  (ep - e) +  (ep - e)t  ,                                 (5.13)

где функции ,  зависят от истории деформирования и текущего состоя-ния рассматриваемой частицы. Принципиально важно, что для изотропной среды (в противном случае коэффициенты в различных направлениях будут различными) эти коэффициенты остаются одинаковыми для всех компонент напряжений p, деформаций ep и скоростей деформаций ep,t. 

    При определяющих соотношениях (5.13) уравнение для мощности (5.12) принимает вид

 = p ep,t = 3 et + 0,5  (Г2)t +  H2   ,                  (5.14)

где величины Г и Н характеризуют среднеквадратические отклонения фактических значений базовых деформаций ep (2.22) и скоростей изменения ep,t от их средних значений (2.28) и

Н2 = (ep,t - et)2  .                                          (5.15)

     Эта модель объединяет как деформационную теорию ( = 0), так и теорию течения ( = 0). Скалярные функции  и  не должны зависеть от субъективных факторов. 

    По аналогии с рассмотренным в разд. 3.8, можно показать, что из условия инвариантности приращения энергии по отношению к размерности пространства наблюдателя соотношения (5.13) должны быть распространены и на средние напряжения . 

    Действительно, при описании процесса плоской деформации (x =x(,,t), y = y(,,t), z = ) в двумерном пространстве приведенные выше зависимости принимают вид

 = p ep,t = 2

 (

)t + (p - 

) (ep - 

)t   ;                      (5.12а)

p - 

 =  (ep - 

) +  (ep - 

)t      ;                        (5.13а)

 = p ep,t = 2

 (

)t + 0,5  [(

)2]t +  (

)2                     (5.14а)

С учетом 3et = 2 (

)t, а также зависимостей для среднеквадратических отклонений деформаций

(Г2)t = (1/3) [(e - e)2 + (e - 1)2 + (1 - e)2]t = 

= (2/3) [2e e,t + 2e e,t - (e + 1) e,t - (e+ 1) e,t]  ;

[(

)2]t =(1/2) [(e - e)2]t =(e - e) (e,t - e,t) =e e,t + e e,t - e e,t - e e,t 

и скоростей деформаций

H2 = (1/3)[(e,t - e,t)2 + (e,t )2+ (e,t )2] = (2/3) [ (e,t )2+ (e,t )2 - e,t e,t ]  ;

(

)2 = (1/2)(e,t - e,t)2 = (1/2) [ (e,t )2+ (e,t )2 - 2e,t e,t ]  ,

получаем для разности средних напряжений



 -  = (1/6)  (e + e - 2) + (1/6) (e,t + e,t )   

или



 -  =  (

 - e) +  (

 - e )t  .

     Таким образом, зависимость средних напряжений от параметров деформированного состояния должна иметь вид 

 =  +  e +  et ,           (

 =  +  

 +  (

)t )          (5.16)

где  - некоторая функция, которая может зависеть от температуры и других (не связанных с деформациями e и et) факторов, а также учитывать выбор шкалы средних напряжений. Для обычной шкалы ( = - 0)

 = 0 (e -1) +  et .               

 = 0 (

 -1)+  (

)t 

и при отсутствии деформации средние напряжения отсутствуют.

    С учетом соотношения (5.16) для удельной мощности деформации (5.12) можно записать 

 = 3  et + 0,5  |(Ге2)t| +  (He)2     ;                        (5.17)

где, по аналогии с (2.29),

Ге2 = xi,p2   ;           He2 = xi,tp2   .                             (5.17а)

    Для перехода от напряжений 

pi =  xi,p +  xi,tp ,                                        (5.18)

к напряжениям Лагранжа или Коши в обычной шкале средних напряжений можно воспользоваться соотношениями, рассмотренными в разд. 4.

     В упругой области ( = 3К, К - модуль объемной упругости,  = 0) результаты совпадают с рассмотренными в разд. 3. В новой шкале средних напряжений при  = 0 энергетической мерой деформации является сумма квадратов относительных длин ребер б.м. параллелепипеда или сумма квадратов обобщённых координат (1.9)

 = 0,5 |(Ге2)t|  .                                      (5.19)

В обычной шкале напряжений ( =-3К,  = 3К ,  = 0) энергетическую меру деформаций определяет соотношение

  = 0,5 |(3e2 + Г2 - 6e)t| = 0,5 |(Ге2 - 6е +3)t|  .               (5.19а)

     В упругой области, в том числе для гидростатического сжатия 

 = 3  et + 1,5  |(e2)t| + 3 (et)2  = 3et  (e - 1) + 3  et2  ,          (5.19b)

результаты (при  = 3К) совпадают с общепринятыми при статическом нагружении (Гt =0 и et = 0).

     Величины Г и Н по существу совпадают с понятиями интенсивностей деформаций и скоростей деформаций при описании процессов в форме Эйлера [9-10]. По аналогии можно ввести понятие интенсивности напряжений для рассматриваемой обобщенной модели (5.13)

T2 = (p - )2 = ()2 + ( H)2 +  (Г2)t  .                         (5.20)

Для монотонных процессов Гt 

 Н и вместо записанного выше получим 

T2 = ( +  H)2 ,

откуда 

T =  +  H  .                                            (5.20a)

В пластической области функции  и  могут быть определены экспериментально, например, при однородной осадке цилиндрических образцов с уравнениями движения в цилиндрической



 ; 

,                                 (5.21)

или декартовой системе координат



; 

 ; 

 ,                            (5.21a)

которые удовлетворяют условию постоянства объёма R = 1. В этом случае для основных характеристик получаем



 ; 

 ; 

 ;                  (5.21b)

 

 ; 

; 

 ; 

e,t = e,t = -0,5 (ht/h) (h0/h)1/2 = -0,5 (ht/h0) (h0/h)1/2   ;

  e,t = ht/h0   ;   3et = (ht/h0) [1 - (h0/h)3/2]    ;



 ; 

 ;

мощность деформации определяется по соотношению

 = 3  et + 0,5  (Ге2)t +  (He)2 = 3et + TH = 

=  (ht/h0) [1 - (h0/h)3/2] +  ht/h [-h0/h + h2/h02] +  He2 ,        (5.22)

и зависимость удельных усилий от текущей высоты образца h принимает вид

q =  h/ht =  [(h0/h)1/2 - (h/h0)] +  [h0/h - h2/h02] +  He2 h/ht.     (5.22a)

     При статическом нагружении третьим слагаемым можно пренебречь и в обычной шкале средних напряжений удельные усилия, приведенные к пределу текучести s, составят



 .                                    (5.22b)

     Для однородной осадки в условиях плоской деформации 



 ; 

 ; 

                            (5.23)

аналогично получаем

e = h0/h  ;  e = h/h0   ; e = 1 ;   

 ; 



;

;



;                                    (5.23a)

e,t = -(ht/h0) (h0/h)2  ;  e,t = ht/h0   ; e,t = 0 ;  3e,t = (ht/h0) [1 - (h0/h)2]  ; 



 ; 


при соответствующих зависимостях для мощности и удельных усилий
 = 3  et + 0,5  (Ге2)t +  (He)2 = 

=  (ht/h0) [1 - (h0/h)2] +  ht/h [-(h0/h)2 + h2/h02] +  He2 ;    

 q =  h/ht =  [(h0/h) - (h/h0)] +  [(h0/h)2 - h2/h02] +  He2 h/ht .        (5.23b)

       Совпадение результатов для функций  и  в условиях плоской и осе-симметричной деформации, а также при других условиях нагружения, может служить критерием оценки точности основных соотношений (5.13) и (5.14) рассматриваемой модели деформаций.

5.4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ

     Зависимости между напряжениями и деформациями (5.18) в области развитых пластических деформаций существенно усложняют решение дифференциальных уравнений движения (3.19) или равновесия (3.22). Однако, если ограничиться анализом устойчивых состояний, тогда напряжения, как и в упругой области, отличаются от деформаций лишь масштабным множителем

pi =  xi,p   ,                                               (5.24)

тензор напряжений Коши остается симметричным ij = ji, а уравнения равновесия (3.22a) принимают вид (3.23)



   .                                            (5.25)

     Как показывает анализ экспериментальных данных, функция  монотонно убывает от начального значения  = 3К, асимптотически приближаясь к  = 0 при больших пластических деформациях. Однако даже в области развитых деформаций значение  может существенно превышать интенсивность ее изменения 

 в пространстве переменных Лагранжа. Тогда уравнение (5.25), преобразованное к виду

   

 ,  (5.25а)

позволяет утверждать, что и в области развитых пластических деформаций уравнения движения (1.3) с достаточной точностью могут быть найдены из системы уравнений Лапласа (3.25), каждое из которых содержит одну неизвестную функции xi(p,t).

5.5. ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ МЕРЫ ПЛАСТИЧЕСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ

    Пластическая деформация сопровождается затратами энергии при любом изменении характеристик е и Г, поэтому при интегрировании уравнений (5.6b), (5.14) или (5.17) необходимо учитывать только модули скорости изменения средних относительных длин ребер (2.24) и среднеквадрати-ческого отклонения (2.25). Например, для идеальной пластической среды из уравнения (5.6b) имеем

du = 3[(0 - ) + e] |et| dt + Тs |Гt| dt  .                       (5.26)

     Если считать в исходном состоянии 0 =0, тогда

  =  (e - 1)  ;  p =  + (Ts/Г) (ep - e) ;                     (5.27)

du = 3(e - 1) |et| dt + Тs |Гt| dt  ;                         (5.27a)

pi = 3 (e - 1) xi,p/ep + (Ts/Г) (1 - e/ep) xi,p  .                 (5.27b)

   В смещенной на величину  энергетической шкале средних напряжений 

 =  e ;  p =  e + (Ts/Г) (ep - e) ;                     (5.28)

du = 3e |et| dt + Тs |Гt| dt   ;                        (5.28a)

pi = 3e xi,p/ep + (Ts/Г) (1 - e/ep) xi,p .                  (5.28b)

      Для немонотонных процессов из условия положительности диссипативной мощности правая часть уравнения (5.17) должна быть положительна, поэтому, как и в рассмотренном выше случае идеальной пластичности, интегрирование следует проводить с учетом знака скорости изменения обобщенной деформации Ге 

du = 0,5 |(Ге2 )t| dt = 0,5 sign[(Ге)t]d(Ге2) .                      (5.29)

     Это дает основание ввести новую характеристику состояния, учитыва-ющую историю деформирования

Гei = 

  ,                                 (5.30а)

которая, однако, не может быть в общем случае мерой энергетических изменений в окрестности частицы за счет неизвестной функции , которая может быть определена по экспериментальным данным для близких к однородным монотонных процессов, например при плоской или осесимметричной осадке [22] на основе уравнений (3.24) или (5.17).

    Мера деформации (5.30а) ориентирована на новую (энергетическую) шкалу средних напряжений. Учитывая, что в обычных процессах изменение средней деформации (2.27) достаточно мало (при уменьшении высоты заготовки в 2 раза она возрастает от 1 до 1,11 при осесимметричной и до 1,17 при плоской осадке), для обычной шкалы напряжений можно рекомендовать энергетическую меру [15]



  ,                                             (5.30b)

которая для идеальной жестко-пластической среды при Тs = const опреде-ляет приращение энергии деформации

du = Тs |Гt| dt                                           (5.26а)

и согласуется с используемыми в теории пластичности мерой Одквиста и накопленной деформацией [10-11].

5.6.  ОСАДКА С КРУЧЕНИЕМ

    Одно из преимуществ описания процессов деформации в форме Лагран- жа связано с возможностью суперпозиции уравнений движения, что позво-ляет использовать известные решения для простых процессов при анализе более сложных технологических операций. Как отмечено в разд. 2, для этого достаточно заменить переменные Лагранжа в одном движении переменными Эйлера другого накладываемого движения. Такой прием облегчает учёт истории деформирования на любом интервале времени.

     Уравнения движения при однородной осесимметричной осадке без изменения объёма (5.21) можно записать в декартовых координатах



 ; (5.31)



,

где угол 0 определяет начальное положение частицы 

.

    При вращении заготовки без деформации в уравнениях (1.34) угол поворота не должен зависеть от лагранжевых координат p, но может быть функцией времени. Эти же уравнения справедливы и при скручивании образца без изменения его длины, но в этом случае угол  зависит от осевой координаты z0 и времени или относительного угла закручивания /L , где L - длина заготовки.

     Используя принцип суперпозиции, для осадки с одновременным круче-нием получаем






 ;                 (5.32)



 ;



.

    Здесь два независимых параметра (текущая высота заготовки h и угол закручивания ), которые могут быть произвольными функциями времени. 

     Базовые деформации



 ;    

                     (5.33)

определяют основные характеристики процесса



 ; 

 ;



;

,  (5.34)

которые зависят от начальных и конечных значений h и .

    Рассматриваемый процесс позволяет наглядно проиллюстрировать раз-ницу между геометрической Г и энергетической Гi мерами деформации. Первая характеризует степень искажения первоначально прямоугольного параллелепипеда, который в отдельные моменты времени может и вос-станавливать свою первоначальную форму. Интегральная деформация Гi возрастает на протяжении всего процесса пластической деформации и определяет работу внешних сил.

    Так как в выражение для Гt входят как высота h, так и угол закручивания , а также их производные ht и t, интегральная по времени деформация составит



 .                               (5.35)

    Специфика интегрирования и дифференцирования модульных функций типа (5.35) позволяет рекомендовать аналитические исследования лишь для сравнительно простых процессов, близких к однородным. В противном случае целесообразно выделять зоны с различным характером деформиро-вания, предусматривая специальную проверку, как при решении задач с использованием уравнений статики и условия пластичности Треска - Сен-Венана [9], или использовать численные методы анализа. Подробный анализ процесса приведен в работе [16].

5.7. ПЛАСТИЧЕСКИЙ ИЗГИБ 

    Как и при анализе чистого изгиба в области упругих деформаций (см. разд. 4.2), предположим, что в исходном состоянии заготовка является плоской, а в процессе изгиба волокна преобразуются в дуги окружностей. В этом случае для области пластических деформаций остаются справедливыми как уравнения (4.20), так и область определения переменных Лагранжа. Получаемое при этом решение и принцип суперпозиции позволяют перейти к любому другому исходному состоянию полосы, в том числе с произвольным знаком кривизны.

     Не используя гипотезу плоских сечений и не накладывая ограничений на отношение ширины заготовки В к её толщине h = a + b, рассмотрим случай, когда функция  в уравнениях (4.20) имеет более общий вид. С учётом преобразования координат



 ;  

 ,                                  (5.36)

и пренебрегая изменением функции  по объёму полосы, вместо системы (5.25) получим



 ;                          (5.37a)



 ;                     (5.37b)



 .                                   (5.37с)

     Система содержит три неизвестные функции: текущий радиус частицы (, , t), угол (, , t) и координату z(, , t). В пластической области она должна быть дополнена условием постоянства объёма



 .                                  (5.38)

Уравнению (5.37с) удовлетворяет линейная функция

 



 EMBED Equation.2  
  при  

 .                              (5.39)

Так как радиальная координата не должна зависеть от переменной , будем искать функцию  = (, r), условие (5.38) принимает вид



  .                                        (5.38a)

Отсюда следует, что угловая координата должна быть линейной функцией , например 



  .                            (5.40)

Уравнение (5.38а) преобразуется к виду



 ,                                           (5.39b)

после интегрирования находим



 ,

где функция 

 должна быть определена из граничного условия  = r при  = 0. Тогда 

 и для радиуса кривизны получаем

   

 ,                                       (5.41)

       Из условия отсутствия радиальных деформаций на наружном контуре (

 при  = b) находим



   или  

.   (5.42)

   Решение (5.41) - (5.42) практически совпадает с получаемым из условий плоской деформации (

) и постоянства объёма при гипотезе плоских сечений (

 = 0)



  ,                                        (5.43)

но последнее не удовлетворяет указанным выше граничным условиям и может рассматриваться лишь как кинематически возможное.

   Уравнения (5.37b) можно записать в виде



 

и для первой производной отсюда получаем



 .

Это уравнение также может быть проинтегрировано




Приближенно, с учетом граничного условия  = 0 при  = 0, 



.                           (5.44)

Из уравнения (5.37a) 

  

                                 (5.45)

получаем зависимость для функции 




.    (5.46а)

     Из уравнений (5.44) и (5.46а) следует, что гипотеза плоских сечений не приводит к существенному изменению результатов. При плоской деформации из уравнения (5.45) для функции 

 получим решение в области комплексных значений





 EMBED Equation.2  
  .                             (5.46b)

    При изгибе до относительного радиуса кривизны r/b = 5 с достаточной для практических целей точностью можно пользоваться решением (4.23) для упругого состояния. При этом приращение среднеквадратического отклонения Г можно определить по уравнению (4.31), если деформация не сопровождается промежуточной разгрузкой или изменением знака кривизны. В противном случае необходимо проинтегрировать (по модулю) скорость изменения обобщенной деформации (4.29) или среднеквадратического отклонения



  .                          (5.47)

    Работу деформации определяет интеграл



 ,                                  (5.48)

и при работе внешних сил в условиях чистого изгиба




для изгибающего момента получаем



              (5.49)

   В соответствии с решением (5.41) при отсутствии растягивающих усилий радиус слоя, длина которого не изменяется (нейтральный слой деформаций), равен среднему геометрическому внутреннего ra и наружного rb радиусов полосы



  .                                         (5.50)

     Так как радиальная и осевая компоненты деформации на наружном контуре отсутствуют, а деформацию можно считать монотонной, изменение среднеквадратического отклонения для крайних волокон можно определить по уравнению (4.31) 



 .                                         (5.51)

     Результат отличается от накопленной деформации, вычисленной по общепринятой методике [9-10], лишь постоянным множителем. Если в исходном состоянии полоса имела начальную кривизну r0, тогда



 .                                     (5.52)

     При достижении Г предельного значения Гs = Ts/, где Ts = 

, s - предел текучести (в обычной и новой шкале его величина остается одинаковой), т. е. при радиусе кривизны 



                                         (5.52a)

растянутые волокна на поверхности заготовки переходят в пластическое состояние.

    Если в процессе деформации изменяется знак кривизны, тогда приве-денные выше соотношения принимают вид



 ; 

 .                                 (5.53)

   Учитывая, что упругая деформация является обратимой, разгрузка из пластического состояния полосы с радиусом кривизны ri должна завершиться переходом её в устойчивое состояние с радиусом кривизны rk, т. е. изменение кривизны полосы в процессе разгрузки составит 



  .                                  (5.53a)

    При этом момент внутренних сил в конечном состоянии обращается в ноль.

5.8. ПРОТЯЖКА ПЛОСКИМИ И КРИВОЛИНЕЙНЫМИ БОЙКАМИ 

В УСЛОВИЯХ ПЛОСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ

     Свойства материалов при необратимых деформациях могут быть весьма разнообразными. В связи с этим точные решения в пластической области получить гораздо сложнее, чем в упругой. 

     Так как вариационные принципы [9-10] справедливы и при описании процессов в переменных Лагранжа, для приближенных решений можно ограничиться анализом кинематически возможных полей скоростей, в том числе с разделением объёма заготовки на отдельные зоны. Уравнения движения в каждой зоне могут быть различными, но они должны обеспечивать неразрывность траекторий частиц. Такие решения позволяют с достаточной точностью определять усилия или работу деформации, текущую конфигурацию заготовки, а в некоторых случаях условия устойчивости и возможные виды дефектов. 

     Если траектории предусматривают появление поверхностей разрыва касательных составляющих скорости, тогда, в соответствии с уравнением (5.6), дополнительные затраты энергии внешних сил должны быть учтены по абсолютному значению разности среднеквадратических отклонений на двух сторонах поверхности

Гij = |Гi - Гj|.                                       (5.54)

    В общем случае эта деформация не совпадает с деформацией сдвига  ij, которую в методе верхней оценки определяют отношением разрыва касательной составляющей vij к нормальной компоненте скорости vn на этой границе [16]

    ij = vij/vn .

     При анализе различных технологических операций в пространстве переменных Лагранжа можно использовать известные решения, например по методу верхней оценки [9, 10, 13-16].

    Под протяжкой понимают увеличение длины заготовки за счет уменьше-ния площади её поперечного сечения [9]. В приведенном решении дефор-мация предполагается плоской, т. е. размер заготовки, перпендикулярный плоскости деформации (х, у), не изменяется. Это предположение приемле-мо при отношении B0/2h0 >5, где B0 - ширина заготовки, 2h0 - её высота.

    Для заготовки в форме прямоугольного параллелепипеда с размерами 2L0, 2h0, B0, совмещая начало координат с пересечением плоскостей сим-метрии, получим область определения переменных Лагранжа

 

  ;   

 ;     

 .

    При протяжке плоскими бойками шириной 2а, сближающимися вдоль оси у со скоростью 2v0, с учетом симметрии процесса относительно осей х и у, достаточно рассмотреть уравнения движения частиц в первой четверти пространства наблюдателя. При этом граничные условия для скоростей в произвольный момент времени с расстоянием между бойками 2h < 2h0 можно записать в виде

 

 при х = 0 ; 

 при у = 0 ;                  (5.55а)

 

 при  у= h, 0 

 х 

 а.                         (5.55b)

    Выделим в объёме заготовки две зоны: 

зона 1:                      0 

 х 

 а;                     0 

 y 

 h ;

зона 2:                      а 

 х 

 L = L0 + L;    0 

 y 

 yk ;

где L - удлинение заготовки в направлении оси х, yk - ордината свобод-ного от контакта с инструментом контура заготовки. 

     Предполагая, что в зоне х 

а деформация отсутствует и она перемеща-ется как жесткое целое, из условия равенства нулю потока вектора скорости на границе между зонами 1 и 2 получим



 .                                       (5.56)

   В зоне деформации 1 распределение скоростей зависит от формы инстру-мента, условий трения и пр. Решение можно значительно упростить, если принять, что каждая из компонент скорости зависит только от одной из координат. Тогда для граничных условий (5.55) и (5.56) получаем



 ;  

 ,                               (5.57)

при этом условие несжимаемости (2.12а) выполняется в каждой точке. После интегрирования компонент скорости (5.57) по времени уравнения движения в зоне 1 принимают вид



;  

                                     (5.58)

и остаются справедливыми вплоть до выхода частицы из зоны 1, когда её абсцисса принимает значение х = а, т. е. при



 .                                  (5.59)

     Соотношения (5.57) - (5.58) соответствуют осадке с однородным дефор-мированным состоянием и основными характеристиками (5.23a).

    После выхода частицы из зоны 1 она перемещается горизонтально, её ордината остаётся равной значению ‘у’ в момент выхода из очага дефор-мации и составляет



  .                                     (5.60)

Абсциссы увеличиваются за счет возрастающей по мере уменьшения h горизонтальной компоненты скорости (5.56) и при текущем значении высоты составят



  .   (5.61)

    В зоне 2 основные характеристики процесса отличаются для различных частиц с учетом истории их деформирования, т. е. времени нахождения в зоне 1, и составляют



  ;                                        (5.62)



 ; 

 .

    Контур заготовки в области х 

 а определяется положением и формой бойков, в рассматриваемом случае остается плоским (y = h), а текущие координаты х для частиц с известными начальными координатами  и h0 можно найти из уравнений движения (5.58) или условия несжимаемости в интегральной форме

  xh =  h0  .                                            (5.63) 

     При значении (5.59)



                                           (5.64а)

абсцисса рассматриваемой частицы становится равной x = a, т. е. частица будет в крайней точке контакта с бойками и при дальнейшем их сближении она выйдет на свободную поверхность заготовки. При этом, как и для всех других частиц в зоне 2, её вертикальная координата y = h1 изменяться не будет, а изменение координаты х определяется перемещением всей жесткой зоны 2, не имеющей контакта с бойками, по уравнению (5.61) или 



  ,                          (5.64b)

где в правой части учтена зависимость (5.64a).

    Заменяя h1 = yk в уравнении (5.64b), получим уравнение свободного контура заготовки для произвольного момента времени



 ; 

                    (5.65)

или в параметрической форме, где h - параметр времени

 

 ; 

 .                            (5.65a)

    Изменение длины деформированной заготовки L определяют абсциссы крайних точек исходной заготовки с лагранжевыми координатами  

. При произвольном значении h < h0 они будут удалены от оси симметрии (х = 0) на расстояния

 

 ,                                    (5.66)

а увеличение общей длины заготовки (с учетом ее симметрии относительно оси у) составит

2L = 2L0 + 2

 .                              (5.66a)

     Нетрудно убедиться, что полученное уравнение контура удовлетворяет условию постоянства объёма заготовки



                        (5.67)

    Рассмотренное решение соответствует условиям однородной деформации, когда силы трения на контактной поверхности между деформируемым материалом и бойками отсутствуют. В других случаях за счет сил трения фактический контур заготовки будет отклоняться от рассчитанного по уравнениям (5.65), однако эти отклонения незначительны [16] и для плоских бойков уравнение (5.66) удовлетворяет требованиям, предъявляемым при практических расчетах.

    При любой другой форме инструмента траектории частиц и контур заготовки могут быть определены аналогичным образом. При этом для криволинейных бойков необходимо учитывать, что длина проекции линии контакта инструмента с деформируемым материалом, в отличие от деформации плоскими бойками, может изменяться во времени.

    При поступательном движении инструмента вдоль оси у и текущем значении h 

 0 уравнение контактной поверхности (контур инструмента) можно записать в виде ((h) - абсцисса крайней точки контакта)

   y = h + f(x)  при 0 

 x 

 (h).                             (5.68)

    Если предположить, как и в рассмотренном выше случае, что в зоне x > (h) деформация отсутствует, тогда, по аналогии с условием (5.56), полу-чим



 ,                                         (5.69)

где f() - значение функции f(x) в крайней точке контакта при x = . 

     Граничные условия (5.55а) и (5.69) позволяют предположить, что для любой формы бойков в очаге деформации горизонтальная компонента скорости может не зависеть от ординаты y , тогда можно принять



   .                                     (5.70)

Из условия несжимаемости (2.12с)



                                  (5.71а)

после интегрирования находим



 ,                             (5.71b)

где функция (x) должна быть определена из граничных условий. Из условия (5.55а) на оси симметрии (yt = 0 при y = 0) следует (x) = 0 или



  .                              (5.71с)

    Для рассматриваемого процесса граничное условие (5.55b) должно быть заменено условием равенства нормальных составляющих скорости в любой точке контактной поверхности. Проектируя компоненты скорости на контактной поверхности (xt)k , (yt)k на направление нормали, получим

 -(xt)k sin + (yt)k cos = - v0 cos  ,

или, с учетом 

, 

  (yt)k = (xt)k 

- v0.                                  (5.72)

Решениям (5.70) и (5.71с) на контуре бойка (5.68) соответствуют



 ;  

                    (5.72а)

и условие неразрывности (5.72) выполняется. 

     При криволинейной форме бойков, наряду со скоростями деформации растяжения - сжатия (см ур-ия 2.2), возникают ещё скорости деформации сдвига



,(5.73)

которые оказывают влияние на напряженное состояние, но не являются существенными при определении траекторий частиц, расположенных на поверхности заготовки, если проекция линии контакта заготовки и инструмента изменяется незначительно.

     Действительно, при произвольном контуре бойков (5.68) и текущем значении координат крайней точки контакта

x = (h) ; y = h1 = h + f()                                (5.74)

горизонтальная компонента скорости частиц в зоне 2 определяется по уравнению (5.69) и, если  = const, уравнение контура



  ; 



                           (5.74а)

не содержит первых и вторых производных от функций, описывающих контур инструмента, которые определяют сдвиговую деформацию.

     Уравнение контура заготовки в общем случае можно найти из уравнений движения частиц, которые в исходном состоянии находились на контактной поверхности и в дальнейшем вышли из очага деформации.

    Определение уравнений движения частиц в интегральной форме целесообразно начинать с интегрирования компоненты скорости, содержащей только одну из координат, в данном случае хt, т.е. с интегрирования горизонтальной компоненты скорости. А затем, после подстановки полученного результата вместо координаты ‘х’ в уравнении для другой компоненты скорости (вертикальной), получим уравнение для неизвестной функции ‘у’.

    С учётом dh =- v0 dt для траекторий частиц получаем дифференциальное уравнение



 ,                                        (5.75а)

общее решение которого можно представить в виде



 ,                          (5.75b)

где F(x) = 

 - первообразная функции контура, константа интегрирования C1 должна быть определена из начального условия. Тогда текущее значение координаты ‘х’ определяет уравнение



 ,                                  (5.75с)

где 

 - начальное значение первообразной функции F(x) при h = h0 и x = .

    Так как это уравнение не содержит переменных  и y , отсюда находим производные



 ;  

  .                        (5.76)

    Подставляя решение (5.75с) в уравнение (5.71с), для переменной у находим



 .                   (5.77)

Для дальнейшего анализа необходимо знать вид функции F(x) и значение константы C1.

    При интегрировании (5.77) удобно воспользоваться условием постоян-ства объёма в виде R = 1, откуда, с учётом (5.76), получим



   или   

                     (5.78)

     Нетрудно убедиться, что условие на контуре (5.72) выполняется, а зависимость (5.78) соответствует решению дифференциального уравнения (5.77). При этом деформации сдвига определяет производная



 .                    (5.79)

    Например, если контур бойка можно описать уравнением окружности с радиусом r


 ,                                     (5.80)

тогда текущие значения переменных Эйлера определяют уравнениям



;



 .                                   (5.80a)

Последующий расчет обобщенных координат (1.9) и любых характеристик деформированного состояния или энергии деформации не представляет трудностей.

     Для степенной функции



                                          (5.81)

получаем



  ; 


и абсцисса ‘x’ является корнем кубического уравнения



 .                       (5.81а)

Из дифференциального уравнения




для координаты ‘y’ находим



 .                                   (5.81b)

Деформированное состояние определяют обобщенные координаты 



;    

 .     (5.81c)

     При  =  = 0 отсюда следует полученное выше решение для плоских бойков.

     Для клинового инструмента при значениях  = 0, y = h +  x из общего решения (5.75), (5.78) получаем уравнения движения: для зоны 1



;



 ;                       (5.82a)

 для зоны 2



;



 .                            (5.82b)

Контур заготовки за пределами очага деформации описывает уравнение



 .              (5.82c)

     Рассмотренную методику можно обобщить на случай, когда границы между отдельными зонами описываются некоторыми функциями, содержащими варьируемые параметры, определяемыми из условия минимума мощности или энергии деформации [16].

    Для выявления условия сохранения контакта заготовки и инструмента рассмотрим перемещение материальной частицы с координатами

 x = (h) ; y = h + f() .                                (5.83)

За время dt при перемещении верхнего бойка на величину dh приращение горизонтальной координаты составит (величина dh ниже рассматривается как алгебраическая, т. е. dh < 0 при dt > 0)



                          (5.84)

и новые координаты частицы будут



 ; 

 .                      (5.84a)

    За это же время боек опустится на величину dh и при той же абсциссе x1 ордината нижней точки бойка составит






.                        (5.85)

    Если сумма двух последних слагаемых будет положительна, тогда орди-ната бойка будет превышать ординату соответствующей частицы на конту-ре заготовки в том же сечении х1. Контакт нарушается, если



                                          (5.86)

или, другими словами, радиус-вектор крайней точки контакта имеет угол наклона к оси х больше, чем касательная к контуру инструмента в этой же точке.

     В частности, для плоских бойков контакт сохраняется по поверхности бойка на всем протяжении процесса. Такое утверждение справедливо и для клиновых бойков (y = h +  x)с любым углом наклона, так как в этом случае



 .                                     (5.87)

Для параболических бойков при

f(x) = Ax2                                              (5.88)

контакт сохраняется вплоть до h = A 2 . В противном случае




     После прекращения контакта рассматриваемая частица остается на сво-бодном контуре заготовки и перемещается в соответствии с уравнениями движения



  ; 

 ,                      (5.88a)

которые и определяют контур заготовки после протяжки для любой формы бойков.

     Сравнение результатов с известными экспериментальными данными, исследованием аналогичных операций по методу конечных элементов и другими опубликованными материалами [16] подтверждают простоту, точность и целесообразность перехода к переменным Лагранжа при исследовании операций типа протяжки.

    Более подробно примеры исследования различных процессов обратимой и необратимой деформации в пространстве переменных Лагранжа, в том числе кручения, изгиба, осадки, прокатки и пр., рассмотрены в работах [15-16]. 

5.9. АЛГОРИТМ ИССЛЕДОВАНИЯ ПРОЦЕССОВ ПЛАСТИЧЕСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ НА ЭВМ

     Применение переменных Лагранжа при моделировании процессов деформации на ЭВМ позволяет учитывать упруго - пластические свойства материалов вместо обычно принимаемой жестко - пластической модели твердых тел. При этом сжимаемость материала становится управляющим фактором, который определяет течение частиц в процессах пластического формоизменения. Неравномерность распределения энергии рассматривает-ся как причина движения, за счет пластической деформации каждая части-ца стремится вернуть свой объём к исходному значению.

     Алгоритм основан на поэтапном нагружении с определением ускорений частиц на каждом этапе в соответствии с уравнением (3.19) для последу-ющего расчета координат и скоростей узловых точек координатной сетки в пространстве переменных Лагранжа. В частном случае компоненты скорости, как и координаты, могут быть равными нулю. В дополнение к уравнению (3.19) при определении ускорений использованы условия положительности диссипативной мощности и возврата объёма к его исходному значению [15]. 

     Применение локального принципа наименьшего принуждения Гаусса вместо обычно используемых в методе конечных элементов интегральных вариационных принципов [22] позволяет увеличить число узловых точек и сократить время моделирования на ЭВМ. 
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