Алюшин Ю.А. Механика процессов деформации в пространстве переменных Лагранжа

3.  ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ ЭНЕРГИИ, ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ СООТНОШЕНИЯ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ПРИ ДЕФОРМАЦИИ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ

     В соответствии с законом сохранения энергии [6-10] для фиксированной частицы с массой m и начальным объёмом V0 работа внешних сил dA затрачивается на изменение потенциальной dEp и кинетической dEk энергии, а также диссипацию части энергии, выделяемой в виде тепла dQ (другие тепловые источники в данном разделе не рассматриваются)

 dA = dEp + dEk + dQ                                   (3.1)

     Тогда с учетом известных соотношений для приращения работы dA внешних сил и кинетической энергии dEk получим

dU = dA - dEk = P

dr - d

 =

 = (Ppx xt + Ppy yt + Ppz zt) dt - 0,5 m d(xt2 + yt2 + zt2 )  ,          (3.2)

где сумма первых трех слагаемых должна быть распространена по всем поверхностям, ограничивающим рассматриваемую частицу. Силы Ppi действуют на гранях параллелепипеда с фиксированной координатой Лагранжа p в направлении осей xi .

     Предполагая, что все функции заданы в переменных Лагранжа, с точностью до бесконечно малых первого порядка (по пространственным переменным и времени) уравнение (3.2) принимает вид
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     После преобразований, пренебрегая слагаемыми второго порядка малости относительно приращений координат и переходя к лагранжевым напряжениям [17]

   

  или 

; 

; 

   ,   (3.4)
вместо (3.3) можно записать
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     Уравнение (3.5) является основным энергетическим соотношением для уравнений движения (1.3), но в таком виде практически не применяется. Это связано с особенностями напряжений pi. В соответствии с обозначениями (3.4), они не имеют определенной ориентации относительно площадок, на которых действуют. Действительно, первый индекс указывает фиксированную на грани параллелепипеда координату Лагранжа, а второй - направление проекции силы или напряжения в пространстве наблюдателя. Тогда нормальные в исходном состоянии напряжения x после поворота частицы на 900 становятся касательными, а касательные y - нормальными.

    Более определенный смысл имеют напряжения Коши 

, действующие на площадках, ортогональных осям наблюдателя: при двух одинаковых индексах они являются нормальными, при двух различных индексах - касательными (к площадкам, на которых они действуют).

     Чтобы перейти в уравнении (3.5) к напряжениям Коши, достаточно рассматриваемый момент времени считать начальным (t = 0), тогда напряжения pi и 

 совпадают [17], переменные Лагранжа равны текущим координатам и вместо (3.5) следует записать 



+                               (3.6)
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  Уравнения (3.2)-(3.6) не учитывают объёмные силы. При необходимости, например при анализе процессов деформации под действием собственного веса (см. разд. 4.1), они должны быть включены дополнительно.

3.1. ЗАВИСИМОСТЬ МЕЖДУ НАПРЯЖЕНИЯМИ ЛАГРАНЖА И КОШИ

     Уравнение (3.6), полученное из более общего уравнения (3.5) за счет перехода к новым координатам Лагранжа в текущий момент времени, справедливо только для этого момента времени. Чтобы определить приращение энергии в фиксированной частице среды интегрированием уравнения (3.6), необходимо после каждого достаточно малого интервала времени переходить к новым переменным Лагранжа, как это принято при анализе процессов по методу конечных элементов [9-10]. Вместе с тем, даже при таком способе интегрирования, должна учитываться связь напряжений Коши с предшествующей деформацией.

     Так как приращение энергии не должно зависеть от субъективных факторов, на любом интервале времени правые части уравнений (3.5) и (3.6) должны быть эквивалентными. С учетом зависимости между производными от любых функций, в том числе компонент скорости, по переменным Эйлера и Лагранжа (1.23)-(1.24), условие эквивалентности выполняется, если напряжения Коши и Лагранжа связаны соотношениями (
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    ,

которые фактически совпадают с известными “статическими условиями на контуре” [9-11]. Тогда функции 

 можно интерпретировать как напряжения на проекциях граней деформированного параллелепипеда, ориентированных по осям наблюдателя xi. 

     Система (3.7) может быть решена относительно напряжений 

 



   ;



   ;                            (3.8)



   .

     С учетом правила суммирования по повторяющимся индексам, системы (3.7) и (3.8) можно записать в компактном виде

pi = 

 

  ;                                       (3.7a)



 = pi xj,p/R   ;                                     (3.8a)

непосредственной подстановкой которых в уравнения (3.5) или (3.6) можно убедиться в их тождественности в любой момент времени.

    В соответствии с уравнениями (3.8) среднее напряжение Коши 

 зависит от всех компонент напряжений Лагранжа pi и обобщенных координат

 3

R = pi xi,p     ,                                    (3.9)

    Соотношения (3.7) - (3.9) справедливы для любых систем координат и условий деформации.

3.2. УДЕЛЬНАЯ ЭНЕРГИЯ ДЕФОРМАЦИИ

   Так как приращение энергии деформации не должно зависеть от выбора системы отсчета скоростей, из уравнений (3.5) и (3.6) следует 

du =dU/V0 = 

 dt = pi xi,tp dt = pi dxi,p  ;                          (3.10)

или 

du = R 

 xj,ti dt = R 

 

 dt  .                               (3.11)

     В последнем уравнении множитель R учитывает изменение объёма частицы на предшествующем этапе деформации, как это и следует из сравнения левых частей уравнений (3.5) и (3.6).

   В соответствии с уравнением (3.10) под напряжениями Лагранжа следует понимать производные от приращения энергии частицы du по обобщенным координатам xi,p. Энергетическая интерпретация напряжений Коши гораздо сложнее. Множители в уравнении (3.11) R

dt не позволяют распространить аналогичное утверждение, даже если изменение объёма отсутствует (R = 1), так как из уравнений (1.27) следует 

. 

     Таким образом, приращение удельной энергии du в окрестности каждой частицы деформируемого тела определяют действующие в текущий момент напряжения и деформации, зависимость между которыми обычно формулируют в виде определяющих (constitutive relations) соотношений [6-11], характеризующих свойства среды.

     Определяющие уравнения должны устанавливать зависимость между компонентами напряжений, деформаций и свойствами деформируемого материала [6-8]. Функции, описывающие свойства среды, могут быть только скалярными и иметь аргументами инварианты, не зависящие от выбора системы отсчета наблюдателя и других субъективных факторов. 

      В упругой области приращение энергии, с учетом обратимости процессов, должно быть характеристикой состояния, а в пластической - функцией процесса, учитывающей историю деформирования. При жестком поступательном или вращательном движениях приращение энергии по уравнениям (3.10) или (3.11) должно обращаться в ноль.

3.3. УСЛОВИЕ ИНВАРИАНТНОСТИ ПРИРАЩЕНИЯ ЭНЕРГИИ ПО ОТНОШЕНИЮ К ПОВОРОТУ ЧАСТИЦЫ И ОСЕЙ КООРДИНАТ

     Работа внешних сил, затрачиваемая на деформацию частицы, зависит от свойств материала и изменений её кинематических инвариантов.

     В общем случае компоненты тензора (1.9), как и напряжения Лагранжа, не являются инвариантами. Основная трудность при формулировке определяющих соотношений состоит в выборе таких их комбинаций, которые должны оставаться справедливыми в любых системах отсчета и обеспечивать инвариантность правой части уравнений (3.10) или (3.11) по отношению к различным субъективным факторам, включая выбор системы координат, и повороту частицы как жесткого целого. 

     Сравнивания приращение во времени квадратичного инварианта (2.21)



                                           (3.12)

с правой частью уравнения (3.10), можно утверждать, что инвариантность будет обеспечена, если принять пропорциональность напряжений Лагранжа 

 и обобщенных координат 




 .                                        (3.13)

При этом для любой скалярной функции 

 приращение энергии зависит от обобщённой деформации (2.29) 
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     Определяющие соотношения (3.13) не являются единственно возможными, но они позволяют получить наиболее простые зависимости для определения уравнений движения (1.3).

    Как будет показано ниже, соотношения (3.13) хорошо согласуются с используемыми в теориях упругости и пластичности [7-11], но предполагают переход к новой шкале нормальных напряжений, так как в исходном состоянии (

= 1) получаем 

. В дальнейшем такую шкалу, в отличие от общепринятой, будем называть энергетической. Изменения напряжений Лагранжа и Коши при переходе из одной шкалы в другую будут рассмотрены в следующих разделах. 

3.4. ОБЪЕМНАЯ ПЛОТНОСТЬ ЭНЕРГИИ

     Как следует из уравнения (3.14), при постоянном значении 

 произведение (0,5

Ге2) можно рассматривать как массовую плотность энергии, отнесённую к начальному объёму частицы, которая на протяжении процесса деформации (как и масса частицы) остаётся неизменной. Средние напряжения Коши 

 тогда можно интерпретировать как меру объёмной плотности энергии, отнесённой к текущему значению объёма частицы 

э = 

  ,                                     (3.15)

    Действительно, при постоянном 

 с учётом уравнения (3.9) и соотношений (3.13) получаем



                           (3.16)

     С другой стороны, при объёмной плотности энергии частицы (3.15) приращение удельной энергии составит

 du = 

 = d(эR)                              (3.17)

и среднее напряжение 

 при соответствующем выборе константы (С = 0)




пропорционально объёмной плотности энергии

 

  .                                               (3.18)

     Так как в исходном состоянии 

, функция 

 определяет объёмную (и массовую) плотность энергии деформируемой частицы в исходном состоянии. По мере развития деформации среднее напряжение 

 возрастает, а функция 

 (для упругой области деформации) остается неизменной. Однако если в произвольный момент t > 0 перейти к новым переменным Лагранжа, соответствующие изменения должны быть внесены и в функцию 

: она должна быть равна средним напряжениям Коши 

 в энергетической шкале для текущего момента времени.

     Зависимость среднего напряжения 

 и объёмной плотности энергии следует также из представления мощности через напряжения Коши (3.11) с учетом соотношений (1.27) [13, 20].

     Интерпретация среднего напряжения как объемной плотности энергии позволяет устанавливать соотношение между напряжениями и деформа-циями, например 

 и ij, в конкретных условиях деформирования из условия сохранения механической энергии, как это показано для гидростатического сжатия и линейного растяжения в работах [13, 15, 20]. 

3.5. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ И РАВНОВЕСИЯ 

     Дифференциальные соотношения, которым должны удовлетворять уравнения движения (1.3) или (1.7) обычно получают на основе условий статики [1-8]. Однако аналогичные зависимости следуют из анализа энергетических изменений в окрестности деформируемой частицы. Так как приращение энергии du не должно зависеть от выбора системы отсчета скоростей, сумму последних трех слагаемых в уравнениях (3.5) или (3.6) следует приравнять нулю. Тогда основное дифференциальное соотношение принимает вид для уравнений движения (1.3)

     xi,t 

 = 0                                     (3.19)

и для уравнений движения (1.7)

xi,t (

) = 0                                      (3.20)

     Можно показать, что полученные соотношения эквивалентны принципу наименьшего принуждения Гаусса [18].

     Более жесткое условие равенства нулю каждой из скобок в уравнениях (3.6) и (3.8) соответствует хорошо известным дифференциальным уравнениям движения, записанным через напряжения Коши или Лагранжа



  ;       

   ,                           (3.21)

которые при отсутствии ускорений преобразуются в дифференциальные уравнения равновесия



  ;       

   .                           (3.22)

     Таким образом, чтобы найти закон движения в каждом конкретном случае, необходимо знать зависимость между напряжениями pi или 

 и кинематическими характеристиками процесса, которые должны быть сформулированы в виде определяющих соотношений, например (3.13).

     Так как выбор шкалы средних (нормальных) напряжений следует отнести к субъективным факторам, определение уравнений движения в форме Лагранжа (1.3) сводится к интегрированию уравнений (3.19) - (3.22), которые в новой энергетической шкале напряжений при отсутствии ускорений принимают вид


 .                                           (3.23)

Для определения функции 

 можно воспользоваться экспериментальными исследованиями процессов деформации, близких к однородным, например одноосного растяжения или сдвига, и уравнением (3.14)

 

  .                                     (3.24)

    Одно из основных достоинств соотношений (3.13) состоит в том, что уравнения равновесия (3.23) при 

 = const или когда изменениями функции 

 можно пренебречь, преобразуются в уравнения Лапласа в пространстве лагранжевых координат

   

   .                                 (3.25)

     Методика интегрирования таких уравнений достаточно хорошо разработана и точность решения в основном зависит от погрешности граничных условий [15].

    Соответствие полученных уравнений общепринятым и методика их применения при решении конкретных задач рассмотрены в следующих разделах.

3.6. ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ УРАВНЕНИЯ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ В ПРОСТРАНСТВЕ ПЕРЕМЕННЫХ ЛАГРАНЖА

     Определяющие уравнения (3.13) обеспечивают инвариантность приращения энергии для любых свойств среды и условий деформации, но они требуют дополнительной аргументации путем проверки их соответствия общепринятым.

     Принято считать [6-9], что в области упругих деформаций для изотропных материалов пропорциональны компоненты шаровых тензоров и девиаторов, а коэффициенты пропорциональности характеризуют свойства материала и не зависят от выбора осей координат

 

  ;     

   ,                            (3.26)

где К - модуль объёмной упругости, G - модуль сдвига, которые можно определить через модуль Юнга Е и коэффициент Пуассона 

 

 K = 

 ;  G = 

   .                            (3.26a)

     Зависимости между напряжениями Коши и Лагранжа (3.7) и (3.8) позволяют строго математически перейти от уравнений (3.26) к уравнениям с напряжениями Лагранжа и обобщенными координатами (1.9)



    ,                 (3.27)

где 

 - вектор перемещения, его проекции и их производные по переменным Эйлера, соответственно. Например, для напряжений px в направлении оси х:



+



;



+

+

  ;



+

+

   .

     Переход от перемещений ui к координатам ui = xi - i с учетом производных от начальных координат i по переменным Эйлера xi 

 p,i = 

 ;                                          (3.28)

позволяет записать

ui,j = ij  - i,j  = ij  - 

  ;                              (3.28а)

Здесь индексы “j” и “p” должны быть согласованы по исходному состоянию: 

 ux,x= 1 - 

 ; ux,y = - y = - 

 ; ux,z= - z = - 

 ;

 uy,x= - x = 

 ; uy,y= 1 - y = 1 - 

 ; uy,z= - z = - 

 ;  (3.28b)

 uz,x= - 

 = - 

 ; uz,y= - 

 = - 

 ; uz,z = 1 - 

 = 1 - 

 ,

где 

 - алгебраические дополнения соответствующих элементов xi,p функционального определителя (1.22).

     Соотношения (3.27) после подстановки этих результатов становятся еще более громоздкими. Если только деформации малы, а повороты отсутствуют, т.е. при деформации в главных осях, получаем

  = 3K (e - 1)  ;    

   .                (3.27а)

     Таким образом, для перехода к определяющим уравнениям с обобщенными координатами (1.9) и напряжениями pi непосредственное преобразование известных соотношений, используемых при описании процессов в форме Эйлера, не является целесообразным. Даже при полном соответствии уравнений (3.26) и (3.27) свойствам реальных материалов нельзя добиться высокой точности результатов вследствие математических трудностей, возникающих при решении получаемых систем уравнений.

     Однако, если перейти к новой (энергетической) шкале напряжений и принять коэффициенты пропорциональности в уравнениях (3.27а) одинаковыми, они преобразуются в соотношения (3.13). Возможность такого перехода показана в разд. 3.7 - 3.8.

3.7. ОБЩИЙ ВИД ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ СООТНОШЕНИЙ ПРИ 

       ОПИСАНИИ ПРОЦЕССОВ ДЕФОРМАЦИИ В ФОРМЕ ЛАГРАНЖА

     Выбор определяющих соотношений относится к одному из наиболее сложных вопросов механики деформируемого твердого тела [8,17]. Все известные определяющие уравнения [6-8] можно рассматривать как условие пропорциональности инвариантов тензоров напряжений и деформаций или скоростей деформаций.

     Как показано в разд. 2, в области упругих деформаций независимыми инвариантами можно считать экстремальные значения средней деформации (2.27а), обобщенную деформацию (2.29) и отношение объёмов частицы (2.23), изменения которых за бесконечно малое время dt могут быть выражены через текущие значения обобщенных координат. Например, для деформации при 

 с учетом (2.34а) получаем



= 

 + 



 + 

 ,

где правая часть зависит от обобщенных координат в фиксированной системе отсчета наблюдателя.

    Принципиальных трудностей при выводе общих соотношений между напряжениями pi (или 

) и характеристиками деформированного состояния, по аналогии с рассмотренными ниже, не возникает, но, в связи с громоздкостью получаемых выражений, они не приводятся.

   В области упругих деформаций с достаточной точностью можно принять 

d(ЕГa + ЕГb + ЕГc) = 3de ,

тогда (обозначение J1 сохранено за линейным инвариантом 2.20)

dJ0 = d(3e) = 3de = xi,p dxi,p/ep  ; dJ2 = 2 xi,p dxi,p ; dJ3 = 

 dxi,p .     (3.29)

     В сокращенных записях этого раздела при суммировании в правой части не следует учитывать индекс “р” у обобщенных деформаций ер. Уравнениям (3.29) соответствуют

dJ0 = 3de = (xp dxp + yp dyp + zp dzp)/ep = 

/e 
+



 EMBED Equation.2  
+



 EMBED Equation.2  
.

dJ2 = 2(

+



+

).

При обратимых деформациях приращение энергии (3.10) должно быть полным дифференциалом этих инвариантов и можно записать

  du = pi dxi,p = 

 .               (3.30)

     Приравнивая множители при одинаковых дифференциалах dxi,p, для напряжений Лагранжа получаем

pi = 

  .                          (3.31)

    Соотношения (3.8) устанавливают однозначную зависимость между напряжениями Коши и Лагранжа, тогда



 = 

 = 

 . (3.32)

     Произведение обобщённых координат и их алгебраических дополнений в третьем слагаемом принимает одно из двух значений



 = R при i = j  ;   

 = 0 при  i 

 j ,                 (3.33)

поэтому можно воспользоваться понятием единичной матрицы 

 = Rij и окончательно получаем



 = 

 = 

  ,   (3.32а)

где ij = 1 при i = j и ij = 0 при i 

 j. 

    При средних напряжениях Коши 



 = 

  ,                         (3.34)

компоненты девиатора не зависят от производной 

 и составляют:

нормальные напряжения



  ;  (3.35а)

касательные напряжения (i 

 j)



 = 

  .               (3.35b)

    Из этого следует, что производная от приращения энергии по третьему инварианту 

 определяет выбор шкалы средних напряжений Коши и может быть отнесена к субъективным факторам.

   Если принять 

 = 0, тогда компоненты напряжений Лагранжа (3.31) можно представить в виде (без суммирования по индексу “р”)

pi = 

  ,                          (3.36)

а средние напряжения Коши определяются по уравнению



 = 

  .                         (3.37)

    Для выполнения условия 

 = 0 в исходном состоянии, когда e = R = 1, J2 = 3, достаточно принять 



 = - 2

  .                                (3.38)

     В условиях гидростатического нагружения R = e3, J2 = 3e2 и уравнение (3.37) практически совпадает с законом упругого изменения объёма (3.26) при 2

 = -

 = 3К, где К - модуль объёмной упругости (см. 3.26а). 

     Так как отношения xi,p/еp совпадают с направляющими косинусами ребер параллелепипеда (см. разд. 2), из уравнения (3.25) следует, что выражение
tp = 

  ,                              (3.39)

определяет полное напряжение на грани с фиксированной координатой p
tp2 = px2 + py2 + p;z2   .                                (3.40)

    Его направление совпадает с направлением ребра, ортогонального этой грани в исходном состоянии, а компонентами, в соответствии с (3.36), будут 



 ; 

 ; 

 ;



 ; 

 ; 

 ;         (3.41)



 ; 

 ; 

 ,
или, в сокращенной записи (без суммирования по индексу “р”)

pi = tp xi,p/еp   .                                     (3.41а)

    В последующих разделах будут рассмотрены более общие случаи, когда направление полного напряжения Лагранжа tp предполагается произволь-ным. Поэтому введем дополнительно обозначение для проекции полного напряжения на направление соответствующего ребра (суммирование в правой части только по индексу “i”)

p = pi xi,p/еp   .                                     (3.42)

или, в развернутой записи,

  =

(x x +y y +z z) ;    = 

(x x +y y +z z) ;





(

).                           (3.42a)

     Приведенный выше анализ показывает, что для рассматриваемого случая упругой деформации, когда J0 , J2 , J3 являются независимыми инвариантами обратимого процесса, выполняется условие p = tp , а уравнение для приращения энергии (3.10) принимает вид

du = pi dxi,p = p dep = tp dep .                                (3.43)

    Такой же результат может быть получен, если при записи полного дифференциала приращения энергии, вместо (3.30), в качестве независимых инвариантов принять базовые деформации (2.22), если они однозначно определяются через инварианты (3.29).

     Если, по аналогии с средним напряжением Коши 

, ввести понятие среднего напряжения Лагранжа

3 = ++ ,                                     (3.44)

тогда производная 

 определяет выбор шкалы   

 = 

 .                                         (3.45)

При условии 

2

 = -

 = 3К  ,

как и в уравнении (3.27а), получаем

 = 3K (e - 1) . 

В этом случае напряжения Лагранжа и Коши определяются по уравнениям

pi = 3К (ep - 1)

  ,                          (3.46а)



 = 

 = 3K(ep - 1)

 .               (3.46b)

    Как будет показано ниже, переход к одному модулю при описании процессов деформации в пространстве переменных Лагранжа не противоречит общепринятым представлениям о закономерностях в области упругих деформаций. Соотношения между компонентами девиаторов напряжений и деформаций Коши (3.35) зависят от условий деформирования, которые учтены в соотношениях (3.26а) коэффициентом Пуассона 

.

    При описании процессов в форме Лагранжа основные уравнения в упругой области можно существенно упростить при обеспечении инвариантности приращения энергии и без ограничений на поворот заготовки или численные значения деформаций, если принять в исходном состоянии 



 =  = 

 ,                                   (3.47)

где в общем случае под 

 будем понимать некоторую константу, не обязательно совпадающую с утроенным модулем объёмной упругости 3К.

     Предполагаемое при этом изменение шкалы средних напряжений связано с выбором начальных условий, т. е. относится к субъективным факторам и не может быть принципиальным (как и при выборе шкалы температур) при решении различных задач, связанных с процессами деформации. При этом напряжения Лагранжа pi определяются по уравнениям (3.13) и отличаются от деформаций xi,p лишь размерным множителем. Соотношения (3.13) можно записать в виде



  ,                         (3.48)

где введены, по аналогии с характеристиками деформированного состояния, понятия среднеквадратических отклонений (Т) и обобщенных напряжений (Те) Лагранжа

Т2 = (p - ) (p - ) = 

2 Г2 ;   Te2 = p p = 32 + T2 = 

2 Гe2  .      (3.49)

     Во всех случаях тензор pi несимметричен. Отсутствие таких ограничений для напряжений Лагранжа согласуется и с другими критериями [19]. Вместе с тем, тензор напряжений Коши остается симметричным, а его компоненты определяются по соотношениям



 =  
[image: image4.wmf]j

xi,p xj,p/R  .                                       (3.50)

Уравнения (3.9) определяют среднее напряжение Коши 

    3

R = 

 Гe2  .                                       (3.51)

     Условие (3.47) эквивалентно предположению, что приращение энергии деформации в упругой области зависит только от второго инварианта (2.21) или обобщенных напряжений и деформаций Лагранжа

du = 0,5 

 dГе2 = Те dГе    .                                    (3.52)

     На первый взгляд такой вариант может показаться неприемлемым, так как в классической теории упругости применяют два независимых модуля [6-8]. Тем не менее, их появление можно объяснить особенностями соотношений (3.8) между напряжениями Коши и Лагранжа, правая часть которых зависит от всех 9 обобщенных координат (1.9), т. е. учитывает не только свойства среды, но и условия деформирования. 

     Кроме того, оказывает влияние переход к обычной шкале средних напряжений. Например, при гидростатическом нагружении из уравнения (3.9) следует

3

R = 3e  , 

и для средних напряжений 

 в новой шкале при = 

e получаем

 

 = e/R = 

/e = 

R-1/3  . 

     При переходе к обычной шкале необходимо, в соответствии с уравнением (3.27a), принять = 

(e - 1) Тогда зависимость между средними напряжениями Коши и изменением объёма в обычной шкале принимает вид



 = e/R = 

e(e - 1)/R = 

(e - 1)/e2 = 

(R1/3 - 1) R-2/3.  

    Пренебрегая квадратом и кубом отношения 

/

, полученный результат можно преобразовать к виду (3.26). Однако полученная зависимость более точно соответствует экспериментальным данным. Например, для железа при 

 = 3K = 507 ГПа она имеет погрешность не выше 0,015% по сравнению с полученной экспериментально для диапазона давлений до 300 ГПа [21]

R = 1 - 5,826 10-6 p + 0,8 10-10 p2  .

     Аналогичным образом, при линейном растяжении в направлении оси х с уравнениями движения (ЛР-1.1) из общих соотношений (3.8) и (3.51) 

3

R = 3e + 

Г2                                          (3.53)

для обычной шкалы напряжений имеем

3

R =  3

e(e - 1) + 

Г2   .                                 (3.53a)

     Принимая во внимание соответствующие этому случаю нагружения характеристики деформированного состояния (см. разд. 2.5.1)

R = exp[(1 - 2

) xx] = 1 + (1 - 2

) xx. ;                     (ЛР-2.5)

e = exp(xx)  ; e = exp(-

xx)  ; e = exp(-

xx)  ;         (ЛР-2.9)

e = 1 + (1 - 2

) xx /3 ;                           (ЛР-2.10)

Г2 = Гe2 - 3e2 = (2/3) [(1 + 

) xx]2  ,                  (ЛР-2.11)

для нормальных напряжений 

xx в обычной шкале получаем

 

xx = 

xx (1 - 2

)  ,  

что совпадает при 

 = 3К с известным законом Гука и определяет зависимость между модулями упругости (3.26a).

     При чистом сдвиге с уравнениями движения (С1-1.1) нормальные и касательные напряжения Коши в соответствии с уравнениями (3.50) составляют

xx = yy = 

 (1 + 2g2)    ,

xy = yx = 2

g  .                                        (3.60)

     При переходе к обычной шкале напряжений меняются только нормальные напряжения, касательные остаются пропорциональными углу сдвига, что согласуется с общепринятыми представлениями, хотя модуль упругости, если принять как и прежде 

 = 3К, отличается.

     Таким образом, основные соотношения теории упругости можно рассматривать как следствие соотношений (3.8) и (3.13) при переходе к обычной шкале средних напряжений, а входящий в соотношения между модулями упругости (3.26а) коэффициент Пуассона 

 характеризует не свойства материала, а условия его деформации.

     Нормальные напряжений xx в новой шкале, например при линейном растяжении

xx = 

 (1 + xx)2/R   ,   

не имеют привычного смысла и относятся не к силовым, а к энергети-ческим функциям процесса в соответствии с теоремой Лагранжа [2], которая использована в соотношениях типа (3.31).

     Как было отмечено выше, уравнения (3.13) и (3.55) предполагают переход не только к новой шкале средних напряжений  , но и к новой энергетической шкале за счет энергии начальных напряжений 0 на перемещениях, связанных с деформацией частицы. Для перехода к обычной энергетической шкале для процессов деформации в главных осях, когда средняя относительная длина ребер является инвариантом, необходимо вычесть из приращения энергии (3.52) слагаемое 30de =3

de 

du0 = 

 (0,5dГе2 - 3de)  .                                    (3.54)

    Если в исходном состоянии нормальные напряжения принять равными коэффициенту пропорциональности 0 = 

, тогда затраты мощности при жестком повороте частицы (в новой шкале) отсутствуют (см. ур. 3.52), тензор напряжений Коши остается симметричным (см. ур. 3.50), а изменение объёма учитывает второй инвариант (2.21). 

    Таким образом, производные 

 характеризуют свойства материала, которые могут быть определены по экспериментальным данным для процессов с однородным деформированным состоянием, например на основе уравнения (3.24), а выражения (3.13), (3.31) и (3.36) представляют общий вид определяющих соотношений при описании процесса деформации в форме Лагранжа, обеспечивая инвариантность приращения энергии (3.8) при различных условиях деформации.

   В области пластических деформаций приращение энергии du не является полным дифференциалом инвариантов Ji или только обобщенной деформации Ге. Тем не менее, соотношения (3.48) и (3.52) допускают возможность перехода от постоянного коэффициента пропорциональности 

 = const к произвольной функции 

 (Ге,...) обобщенной деформации, температуры и пр. Поэтому их можно распространить за пределы упругих, т. е. в область пластических деформаций. 

     Использованный метод анализа возможных вариантов определяющих соотношений необычен по сравнению с применяемыми в механике сплошной среды [8]. В следующем разделе приведены дополнительные обоснования полученных результатов. 

3.8. ВОЗМОЖНЫЕ ВАРИАНТЫ ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ СООТНОШЕНИЙ 

ПРИ РАЗЛИЧНЫХ СПОСОБАХ ЗАПИСИ ПРИРАЩЕНИЯ ЭНЕРГИИ

     Вид определяющих соотношений зависит от используемой меры деформации. В классической теории принята пропорциональность между шаровыми и девиаторными компонентами напряжений, деформаций (2.1) или скоростей деформаций (2.2), по аналогии с уравнениями (3.26) [7-9]. 

     Для обоснования предпочтительных мер деформации и соответ-ствующих им определяющих соотношений в пространстве лагранжевых координат можно воспользоваться аналогией с теорией упругости:

    а) преобразуем уравнение (3.10) к трем слагаемым, соответствующим затратам энергии внешних сил на противоположных гранях паралле-лепипеда, как при записи уравнения (3.11) в главных осях

dU/V = R i di     ;                                         (3.55)

    б) в оставшихся трех слагаемых выделим средние значения напряжений 

 и приращения деформаций d 

du = R i di = R (3

d + 

)    ;                    (3.56)

и постулируем пропорциональность множителей (по аналогии с шаровыми и девиаторными компонентами) для любых условий деформирования.

     Как следует из основного уравнения (3.1), правая часть энергетических соотношений соответствует скалярному произведению векторов полного напряжения и приращения скорости на противоположных гранях деформированного параллелепипеда. В уравнении (3.13) оно записано в виде произведения проекций этих векторов на оси наблюдателя и содержит 9 слагаемых.

    Переход к трем слагаемым возможен при различных вариантах записи энергетических соотношений с проектированием сил и скоростей на характерные направления, связанные с деформацией частицы. Например, проектируя для каждой пары граней рассматриваемой частицы вектор приращения скорости на направление полного вектора напряжений (3.40), получим 

 du = (px dxp /tp + py dyp /tp + pz dzp /tp) tp = tp dp   ,           (3.57)

где dp - приращение проекции ребра деформированного параллелепипеда, отнесенного к начальной его длине p, на направление вектора полного напряжения

 dp = (dxp px + dyp py + dzp pz)/tp   .                     (3.58)

     Используя для средних значений полных напряжений и приращения деформаций обозначения

 tср = (t + t + t)/3  ; d = (d + d + d)/3 ,               (3.59)

вместо (3.57) можно записать
 du = tср d + (tp - tср)(dp - d)  .                               (3.60)

     Постулировать пропорциональность множителей, например с опреде-ляющими соотношениями в виде

 tср = 

     ;    (tp - tср) =  (p - )    ,                           (3.61)

где 

 и  - положительные скалярные функции, характеризующие свойства материала, возможно, если в результате приращение энергии du будет выражаться через инвариантные характеристики деформированного состояния. Кроме того, их справедливость должна быть подтверждена экспериментальными исследованиями или соответствием результатов общепринятым, например для процессов однородной деформации при линейном растяжении или сдвиге.

    Для процессов деформации, не относящихся к монотонным, более пред-почтительными являются разложения полных напряжений на направления ребер или векторов приращения скорости на противоположных гранях параллелепипеда. Для анализа этих вариантов наряду с обозначением (3.42) для проекций напряжений на направление ребер, введём новое обозначение для проекций полного напряжения (3.40) на направление вектора приращения скорости на противоположных гранях частицы

 =

(x xt +y yt +z zt) ;  = 

(x xt +y yt +z zt) ;

 = 

(x xt +y yt +z zt).                           (3.62)

    В сокращённой записи компоненты p можно записать (без суммирования по индексу “р” в правой части)
p = pi xi,tp/sp    ,                                     (3.62a)

где sp определяет модуль вектора приращения скорости, отнесенный к начальной длине ребра

sp2 = xtp2 + ytp2 + ztp2  .                                (3.63)

     Так как проекции полных напряжений (3.42) и (3.62) в общем случае не совпадают с полным вектором напряжения (3.40) на соответствующих гранях, имеют место неравенства

p2 

 px2 + py2+ pz2 = tp2  , p2 

 tp2    .                    (3.64)

     При проектировании напряжений на вектор приращения скорости уравнение (3.10) принимает вид

du = pi xi,tp dt = pm |sp| dt    ;                            (3.65)

где pm = pi xi,tp/|sp| , или

du = pi xi,tp dt = p sp dt    ;                            (3.65а)

в зависимости от принятого правила знаков для обобщенной скорости деформации sp .

     Определенная по модулю обобщенная скорость деформации |sp| может иметь практическое значение при анализе необратимых процессов, например для вязко-пластических материалов.

     Для упругой области существенное значение имеет характер деформа-ции, включая знак изменения объёма или длины ребер параллелепипеда. Чтобы согласовать знаки множителей с изменением относительных длин ребер, домножим каждое из слагаемых на квадрат знака скорости изменения длины соответствующего ребра sign(ept)

 = pi xi,tp = pm |sp| [sign(ept)]2= p sp = 3vs + (p - v) (sp -s)   .         (3.66)

     Тогда обобщенная скорость деформации sp 

sp = sign(ept) |sp| = sign(ept)(xtp2 + ytp2 + ztp2)1/2                      (3.67)

и проекция полного напряжения на вектор приращения скорости

 p = sign(ept) pm = sign(ept)(pi xi,tp/|sp|) = pi xi,tp/sp                  (3.68)

сохраняют знак скорости изменения длины соответствующего ребра при средних значениях (для средних значений проекций полных напряжений p использовано обозначение v вместо 

, которое, в соответствии с уравнением (3.9) определяет среднее напряжение Коши)

3v =  +  +  ;     3s = s + s + s .                    (3.69)

     Скорости деформации (3.67) позволяют определить изменения размеров параллелепипеда при интегрировании по времени

        p = 

 .                                          (3.70)

    Геометрически деформации p как в главных, так и в произвольных осях (в процессах типа сдвига) можно интерпретировать как отношение вектора относительного перемещения концов отрезка, например ребра бесконечно малого параллелепипеда, к его длине в исходном состоянии.

     Принимая гипотезу о пропорциональности напряжений и деформаций в виде 

 v = 

1   ; p - v = 

2 (p - )   ,                             (3.71)

для приращения энергии получим

 du = 1,5

1 d2 + 0,5

2 d(p - )2    .                           (3.72)

     Деформации (3.70) близки к главным значениям тензора малых деформаций [7 - 11]

p 

 ep - 1                                             (3.73)

и соотношения (3.71) практически совпадают с общепринятыми (3.15) в области упругих деформаций. Однако, даже при одинаковых коэффициентах пропорциональности 

1 =

2 =

, входящая множителем в приращение энергии

du = 0,5 

 [3d2 + d(p - )2] = 0,5 

 d(2)                     (3.74)

мера деформации

 2 = 32 + (p - )2 = 2 + 2+ 2                          (3.75)

отличается от инварианта (2.21), хотя и изменяется в достаточно узких пределах (J2 = Ге2) 

Ге2 -6(e - 1) - 3

Ге2 - 3   .                             (3.76)

    Например, при линейном растяжении (см. ур - ия ЛР-1.1) деформации p совпадают с деформациями Коши

 = exp(xx) - 1 

 xx;  =  = exp(-

xx) - 1 

 -

xx;  

 (1 - 2

 ) xx/3;

средние значения и отклонения p, p от средних

v/ = 

1 = 3K ; (p - 

)/(p - ) = 

2 = 2G  

пропорциональны, как и в классическом варианте теории упругости [6-9].

     При различных коэффициентах 

1 и 

2, с учетом соотношения между модулями упругости и коэффициентом Пуассона, совпадает с общепринятым и значение энергии деформации

u = 0,5 xx xx = 1,5K (1 - 2

) xx2 .

    Но если принять 

1 = 

2 = 

, тогда, в соответствии с уравнением (3.74), получим 

u = 

 (1 + 2

2) xx2 .

        Итак, при различных коэффициентах 

1 и 

2 получаем соответствующие общепринятым определяющие уравнения, но приращение энергии зависит от инвариантов деформированного состояния только при деформации в главных осях, когда J1 = 3e. Если же принять коэффициенты одинаковыми 

1 = 

2 = 

, тогда приращение энергии при любых условиях нагружения будет инвариантным, но результат для приращения энергии отличается от получаемого по теории упругости.

     При сдвиге с уравнениями движения (С1-1.1) деформации (3.70) совпадают с деформациями сдвига тензора Коши (2.1)

    =  = g ;  = 0 ,

но среднее значение  = 2g/3 не соответствует, как это принято в теории упругости, относительному изменению объёма. 

    С учетом закона Гука (3.26) для сдвига компоненты тензора напряжений Коши 

 xx = yy = zz = yz = zx = 0 ; xy = 2Gg 

и соотношения (3.7) позволяют определить напряжения Лагранжа 

x = y = -2Gg2 ; y = x = 2Gg(1 + 2g2)1/2 ; z = z = z = 0 .

    Их проекции на направление вектора приращения скорости составляют

 =  = 2Gg (1 + 2g2)-1/2 ; v = 4/3Gg (1 + 2g2)-1/2 .

     Таким образом, в этом случае пропорциональны не только разности, но и сами компоненты

(p - 

)/(p - ) = p/p = 2G .  

Другими словами, коэффициенты одинаковы (

1 = 

2 = 

) и приращение энергии совпадает с общепринятым u = 

 g2 при 

 = 2G. 

    Аналогичная ситуация имеет место и для других способов описания уравнений движения при сдвиге (см. варианты С1-С4 в разд. 1.13, 3.9).

     К недостаткам проектирования напряжений (3.62) на направление вектора приращения скорости следует отнести трудности геометрической интерпретации меры (3.70) в общем случае деформации, а также несовпа-дение правой части приращения энергии (3.72) с инвариантами деформи-рованного состояния даже при равенстве коэффициентов 

1 = 

2.

     При проектировании сил и скоростей в уравнении (3.10) на направление ребра, соединяющего соответствующую пару граней деформированного параллелепипеда, появляются ортогональные ребру проекции и окончательный результат принимает достаточно громоздкий вид 

 du/dt =  =  et +  et +  et + e [x (x/e)t + y (y/e)t + z (z/e)t] +

+ e [ x (x/e)t + y (y/e)t + z (z/e)t ] + 

+ e [ x (x/e)t + y (y/e)t + z (z/e)t ]  ,                      (3.77)

где p - проекции полных напряжений на направление соответствующих ребер (3.42), ep , ept - относительные длины ребер и скорости их изменения, соответственно. Отношения вида (xp/ep)t в квадратных скобках характери-зуют скорость изменения направляющих косинусов ребер деформируемой частицы в пространстве наблюдателя. При деформации в главных осях они обращаются в ноль. 

     Такой вид уравнений затрудняет выбор определяющих соотношений. Более удобную форму записи можно получить, если предварительно воспользоваться соотношением (3.9), справедливым для любых условий деформации, а затем проектировать на направление ребра не только напряжения, но и их приращения во времени.

     Из соотношения (3.9) между напряжениями Коши и Лагранжа следует

d(3

R) = dpi xi,p + pi dxi,p    ,                            (3.78)

тогда уравнение для приращения энергии (3.13) можно записать в виде

 du = pi dxi,p = d(3

R) - xi,p dpi.                        (3.79)

     Первое слагаемое представляет полный дифференциал и зависит только от инвариантов. Так как множителями напряжений pi в уравнении (3.9) являются обобщенные координаты xi,p, т. е. проекции ребер параллеле-пипеда на оси координат наблюдателя, можно перейти к проекциям напряжений на соответствующие ребра (3.42) и записать выражение в скобках в виде суммы 

3

R = p еp = 3e + (p - ) (ep - e)   ,                      (3.80)

где 

3 = ++ ;     3e = e + e + e   .                    (3.80a)

      Во втором слагаемом вместо проекций напряжений pi входят их приращения dpi , множителями которых также являются обобщенные координаты xi,p , что позволяет перейти к проекциям приращения полных напряжений на направление соответствующих ребер (по аналогии с 3.42), для которых использовано обозначение с двумя одинаковыми нижними индексами (без суммирование по индексу “р” в правой части)

dpp = (dpi xi,p)/ep                                         (3.81)

или, в развернутом виде, для грани с фиксированной координатой  

 d = (dx x + dy y + dz z )/ e   ,                            (3.81а)

где ep - относительная длина ребер деформированного параллелепипеда, определяется по уравнению (2.22). При этом должно выполняться условие, аналогичное (3.64), для приращения напряжений
      (dpp)2 

 (dpx)2 + (dpy)2 + (dpz)2 = (dtp)2  .                (3.82)

     Применение двух одинаковых индексов для проекций приращения напряжений (3.81) позволяет сохранить обозначение dp для приращения во времени проекций напряжений p . При деформации в главных осях они совпадают.

     С учетом введенных понятий уравнение для приращения энергии 

du = d(3

R) - ep dpp                                      (3.83)

преобразуем к произведению средних значений (3.80а) и приращения напряжений

3dpr = d + d + d  ,                           (3.84)

а также отклонениям фактических значений проекций от средних

du = d[3e + (p - ) (ep - e)] - [3e dpr + (ep - e) (dpp - dpr)]  .    (3.85)

     Выделение двух типов слагаемых в каждой из квадратных скобок можно аргументировать разным характером деформации, в частности в условиях чистого сдвига и гидростатического нагружения.

   Так как правая часть уравнения (3.81) соответствует не полному диффе-ренциалу, а лишь проекции дифференциалов компонент напряжений на направление ребра грани, в последнем уравнении нельзя заменить разность приращений (dpp - dpr) на приращение разности d(p - ), пока не будет известна зависимость компонент напряжений от обобщенных координат (1.9).

   Приращения dp и проекции приращений dpp совпадают, если не изме-няется положение ребер деформируемого параллелепипеда в пространстве наблюдателя  (xp/ep = const) или компоненты напряжений pi пропорцио-нальны соответствующим обобщенным координатам xi,p, как в соотноше-нии (3.13), при постоянном коэффициенте пропорциональности. Эти варианты рассмотрены в разд. 3.7.

     Различные варианты преобразования правой части уравнения (3.85) к инвариантной форме без ограничения свойств среды и условий дефор-мации можно предусмотреть, постулируя общую зависимость между напряжениями и относительными длинами ребер



  ; 

   ,                           (3.86)

или их приращениями



  ; 

  ,                             (3.87)

где Т и dТpr - среднеквадратические отклонения проекций напряжений p и их приращений dpp , по аналогии с деформациями (2.25)

T2 = (p - ) (p - ) ; dTpr2 = (dpp - dpr) (dpp - dpr) .                (3.87а)

    Тогда уравнение (3.9) можно записать в виде

 3

R = 3e + TГ = 3

1e2 + 

2Г2   .                         (3.88) 

    С учетом (3.87) для приращения энергии (3.85) получим

du = d(3

R) - 1,5 1 d(e2) - 0,5 2 d(Г2)  .                (3.89)

    С точностью до обозначений уравнение (3.89), как и все другие приведенные выше соотношения для приращения энергии, тождественны уравнению (3.10) и справедливы для любой среды. Но именно свойства деформируемых материалов выделяют среди них наиболее предпочти-тельные, при использовании которых определяющие уравнения имеют достаточно простой вид и способствуют снижению математических трудностей при решении практических задач.

   Так как коэффициенты 

i и i могут быть положительными константами или функциями, из уравнения (3.89), в частности, следует энергетическое ограничение на процессы деформации с неизменными средними напряжениями Коши 

 = const без изменения объёма (R = 1 =const), как это принято считать при чистом сдвиге [9-11].

     Как следует из разд. 2, из трех инвариантов тензора (1.9) второй (2.21) (Ге2) и третий (2.23) (R) не зависят от поворота осей координат и могут характеризовать энергетические затраты. Предполагая зависимость функции (3

R) от обоих инвариантов, из уравнения (3.89)

du = 

 dR + 

 dГе2 - 1,5 1 d(e2) - 0,5 2 d(Г2)  ;        (3.90)

с учётом (3.29) и 

dГ2 = 2(1 - e/ep) xi,p dxi,p .                              (3.91)

для напряжений Лагранжа в общем случае деформации имеем

pi = 

 

 + 2

 xi,p - [1 

 + 2 (1 - 

)] xi,p .  (3.92)

Зависимости (3.8) позволяют перейти к напряжениям Коши


=

{



 EMBED Equation.2  
xi,p +[2

-1

-2(1-

)] xj,p xi,p }; (3.93а)

для которых, с учетом (3.33), получаем



 = 

 ij + 

[2

 - 1 

 - 2 (1 - 

)] xj,p xi,p ; (3.93b)

где ij - единичный тензор, как и в соотношениях (3.32а).

     Как частный случай отсюда можно получить соотношения для среды, когда средние напряжения Коши зависят только от изменения объёма. Например, в упругой области можно принять

 

 = K lnR ,                                          (3.94)

тогда

3

R = 3KR lnR ;    

 = 3(

 + K);       

 = 0 ,         (3.94а)

и вместо (3.93b) можно записать



 = 3(

 + K) ij - [1 e/ep + 2 (1 - e/ep)] xj,p xi,p /R .              (3.95)

    Отсюда следует, что функция 1 зависит от выбора начальных условий для средних напряжений, так как в исходном состоянии (t = 0, e = ep = 1)



 = 3(

 + K - 1) ij  .                             (3.95a)

     В пластической области, когда изменением объёма можно пренебречь и, в соответствии с уравнениями (3.26) и (3.94), напряжения 

 были бы равны 0, обычно считают модуль объёмной упругости К бесконечно большим и среднее напряжение 

 определяют из дифференциальных уравнений равновесия [22].  

    При зависимостях (3.86) - (3.87) приращение энергии можно выразить, кроме скалярных функций 

i и i , через средние значения (2.24) и среднеквадратические отклонения (2.25) инварианта (2.26)

du = d(3

1 e2 + 

2 2) - 1,5 1 d(e2) - 0,5 2 d(2)  .                (3.96)

    Соотношение между первым и двумя другими слагаемыми зависит от области и условий деформации. В упругой области возможна разгрузка, в пластической - первое слагаемое должно превышать два последних, так как пластическая деформация должна сопровождаться затратами энергии.

     Уравнения (3.92) - (3.93) подобны полученным выше (3.31) - (3.32) и лишь конкретизируют смысл частных производных 

. 

    Так как первое слагаемое в уравнении (3.89) инвариантно, можно уточнить соотношение между функциями (3.87), при котором сумма двух других также преобразуется к инвариантной форме. Таким условиям, в частности, соответствует равенство

 1 = 2 =  ,                                        (3.97)

когда уравнения (3.89), (3.92) и (3.93) принимают вид

du = 

 dR + [

 - 0,5]dГе2  ;                       (3.97a)

pi = 

 

 + [2

 - ]xi,p   ;                        (3.97b)



 = 

 ij + 

[2

 - ] xj,p xi,p .                        (3.97c)

  Условие (3.97) по существу эквивалентно предположению о пропорцио-нальности приращений проекций dpp и базовых деформаций dep 

 dpp =  dep  ,

когда dpi =  dxi,p и вместо (3.83) можно записать

du = d(3

R) - 0,5 d(Ге2)  .                                (3.98)

     Соотношения (3.86) позволяют записать зависимости для проекций p
 p =  + 

2 (ep - e) = 

1e - 

2 (ep - e) = (

1 - 

2) e + 

2 ep  ,       (3.99)

однако, каждое из уравнений (3.42) содержит по 3 неизвестных компо-ненты pi. Для их определения можно воспользоваться уравнением (3.85), как и при выводе общих соотношений (3.31), но только если приращение энергии является полным дифференциалом, т. е. для области упругих деформаций. Не накладывая ограничений на функции 

1 и 

2, можно принять

pi = 

1 e xi,p/ep + 

2 (1 - e/ep) xi,p                   (3.99а)

тогда для приращения энергии (3.13) получим

du = 3

1ede + 0,5 

2dГ2                          (3.100)

     Однако из условия инвариантности приращения энергии по отношению к размерности пространства наблюдателя, в частности при описании двумерных процессов плоской деформации, когда один из размеров тела остается неизменным, функции 

1 и 

2 должны быть одинаковыми. Действительно, за счет перехода к системе координат, ортогональной плоскостям деформации, уравнения движения (1.3) можно записать в виде

x = x(,,t)  ; y = y(,,t)  ; z = z0 =  .                       (3.101)

Это позволяет сократить размерность матрицы обобщенных координат



                                           (3.102)

 к виду



  .                                     (3.102а)

     При переходе к двумерному описанию приращение энергии du, как и для рассмотренных выше трехмерных процессов, определяют среднее значение относительных длин ребер



= 0,5 (e + e )                                             (3.103)

и среднеквадратическое отклонение



                                         (3.104)

при обобщенной деформации



 = e2 + e2                                               (3.105)

в соответствии с уравнением (вывод аналогичен рассмотренному выше для трехмерных процессов)

du = 0,5

1 d(

)2 + 0,5

2 d

 .                      (3.106)

     При трехмерном описании остаются справедливыми уравнения для приращения энергии (3.100), средние значения длин ребер (2.24) и средне-квадратические отклонения (2.25) при обобщенной деформации (2.26).

     Механические свойства среды должны описывать скалярные (инвари-антные) функции, поэтому в обоих вариантах (3.100) и (3.106) множители 

1 и 

2 следует считать одинаковыми. Одинаковым должно быть и приращение энергии du . Следовательно, должны быть равны и правые части уравнений на любом бесконечно малом интервале времени. Тогда

    (

1 - 

2 )d[3e2 - 2(

)2] + 

2 d[

 - 

] = 0  ,                 (3.107)

причем второе слагаемое обращается в 0 за счет постоянной разницы между обобщенными деформациями при двумерном и трехмерном описании процесса



 - 

 = 1;  или   d[

 - 

] = 0 .

    В то же время разность в квадратной скобке первого слагаемого в общем случае составляет

3e2 - 2(

)2 = -0,5(3e2 - 6e + 1)                                (3.108)

и ее приращение во времени зависит от особенностей процесса. 

     Например, при однородной осадке в условиях плоской деформации с уравнениями движения

x =  h/h0   ;  y =  h0 /h  ;  z = z0  ;                               (3.109)

получаем

3e2 - 2(

)2 = 1/3 + 2(h/h0 + h0/h)/3 - (h/h0 + h0/h)2/6 .

За бесконечно малый интервал времени dt изменение 

d[3e2 - 2(

)2] = [2 - (h/h0 + h0/h)][1 - (h0/h)2] dh/(3h0)  , 

зависит от текущей h и исходной высоты h0 образца, а также скорости инструмента. Из этого следует, что равенство обеих частей уравнения (3.107) может быть выполнено только за счет первой скобки, т. е. при равенстве функций



1 = 

2  = 

 ,                                         (3.110)

или пропорциональности всех компонент напряжений pi и обобщенных координат xi,p (3.13). При этом коэффициент пропорциональности 

 может быть произвольной функцией свойств материала и условий деформации. Но это утверждение справедливо только для новой шкалы средних напряжений, когда в исходном состоянии (t = 0) принято  = 

 .

   Рассмотренные варианты не исчерпывают возможные формы представ-ления определяющих уравнений, но их достаточно, чтобы убедиться в существенном влиянии выбора начальных условий для нормальных напря-жений 0 на энергетический смысл используемых для описания процесса характеристик и математические трудности решения дифференциальных уравнений движения (3.21) или равновесия (3.22). При переходе к новой шкале можно исключить понятия напряжений Лагранжа, которые отлича-ются от обобщенных деформаций только масштабным множителем. При исследовании динамических задач требуется согласование шкалы напряжений, плотности и других влияющих на деформацию факторов. 

3.9. ПРИМЕРЫ АНАЛИЗА ПРОЦЕССОВ ДЕФОРМАЦИИ

    В данном разделе приведена проверка рассмотренных в разд. 3 определяющих соотношений и приращения энергии на примерах простейших процессов деформации.

3.9.1. ЛИНЕЙНОЕ РАСТЯЖЕНИЕ

     Деформациям (ЛР-2.6) с учетом определяющих уравнений (3.26) соответствуют компоненты напряжений Коши

xx = E xx = 3K (1 - 2

) xx ; 

yy = zz = xy = yz = zx = 0; 

 = K (1 - 2

) xx                 (ЛР-3.1)

и (см. соотношения 3.7) напряжения Лагранжа (с точностью до xx ) 

x = xx

= xxexp(-2

xx) = 3K(1 - 2

)xx (1-2

xx) =3K (1 - 2

) xx;

y = yy 

 = 0 ; z = zz 

 = 0 .                        (ЛР-3.2)

   В рассматриваемом процессе оси наблюдателя являются главными, пол-ные напряжения t , их проекции на направления ребра деформированного параллелепипеда  и вектора приращения скорости на противоположных гранях  совпадают с приведенными выше компонентами x и y = z = 0 

 t =  =  = x = 3K (1 - 2

) xx .                      (ЛР-3.3)

     Одинаковыми будут средние значения и компоненты девиаторов

 = v = x /3 = K (1 - 2

) xx ; x -  = 2x /3 = 2K (1 - 2

) xx ,

x -  = x -  = -x /3 = -K (1 - 2

) xx  ,                   (ЛР-3.4)

т.е. для процессов в главных осях при упругих деформациях напряжения Коши и Лагранжа практически совпадают. Аналогичным образом, отклонения длин ребер от их среднего значения совпадают с девиатором тензора деформаций (ЛР-2.6)

e - e = x - e =  x - (1/3) (x + 2y) = (2/3) (x - y) = 

= (2/3) xx (1 + 

) + (1/3) xx2 (1 - 

2) ; 

e - e = y - e =  y - (1/3) (x + 2y) = (1/3) (y - x ) = 

= -(1/3) xx (1 + 

) - (1/6) xx2 (1 - 

2) .                (ЛР-3.5)

     Скорости изменения относительных длин ребер (ЛР-2.12) совпадают с соответствующими скоростями деформациями (3.67)

s = et; s = s = et = et; s = et .                         (ЛР-3.6)

     Интегральные по времени деформации (3.70) на 1 меньше обобщенных координат

 = e -1= exp(xx) -1;  = e -1= exp(-

xx) - 1;  = e -1= exp(-

xx) -1;

 = [exp(xx) + 2exp(-

xx) - 3]/3 = xx (1-2

)/3 + xx2 (1+2

2)/6 ,  (ЛР-3.7)

но эта разница исчезает для девиаторных компонент

 -  = = 2xx (1 + 

)/3 + xx2 (1 - 

2)/3  ;   

 -  =  -  = - xx (1 + 

)/3 - xx2 (1 - 

2)/6  .             (ЛР-3.8)

     Совпадают и среднеквадратические отклонения Г = Г. Но имеется разница между обобщенной деформацией (2.26)

Гe2 =exp(2xx)+ 2exp(-2

xx) - 3 = 2(1-2

) xx + 2(1+2

2) xx2  (ЛР-3.9)

и мерой (3.75). Для главных осей всегда

 2 = 2 + 2 + 2 = Ге2 - 6(е - 1) = (1 + 2

2) xx2;        (ЛР-3.10)

так как

6(e - 1) = 2 (1 - 2

) xx + (1 + 2

2) xx2 . 

    Определяющие уравнения  как для средних компонент

v = 3K (e - 1) ,                                      (ЛР-3.11)

так и для девиатора напряжений

  - v =  2K (1 - 2

) xx =  

 (e - e) = (2/3) 

 (1 + 

) xx  ,    (ЛР-3.12)

сохраняют свой вид (с различными модулями упругости), как и в теории упругости



 = 2G = 3K (1 - 2

)/(1 + 

) .                     (ЛР-3.13)

    Мощность деформации по любому из рассмотренных в разд. 3 вариан-тов равна произведению напряжений и скоростей деформации (3.10) и, с учетом уравнений (ЛР-3.3), составляет

  = x xt = 3K (1 - 2

) xx xx,t  .                       (ЛР-3.14)

При этом удельная энергия деформации 

  u = 1,5K xx2 (1 - 2

)                                   (ЛР-3.15)

совпадает с общепринятой, но правая часть не является инвариантной.

    В новой шкале средних напряжений левую часть надо рассматривать как объёмную плотность энергии

   u = 0,5 

 e2 = 

 [(1 - 2

) xx + (1 + 2

2) xx2]  ,           (ЛР-3.16)

и первое слагаемое соответствует текущему значению среднего напряже-ния, которое и определяет объёмную плотность энергии в новом состоянии частицы. Для рассматриваемого процесса оно значимо (на порядок выше второго), в то время как для сдвига оно оказывается меньше второго. 

3.9.2. ДЕФОРМАЦИИ СДВИГА

С1. ПЛОСКАЯ ДЕФОРМАЦИЯ БЕЗ ИЗМЕНЕНИЯ ОБЪЁМА 

   Приведенные в разд. 1.13 и 2.5 уравнения движения (С1-1.1) и инвари-анты позволяют определить деформации 

e -e =e -e =(

-1)/3 = g2 /3(1-g2/2); e -e = -2g2/3(1-g2/2);   (С1-3.1)

и скорости деформации (3.67)

s = s = gt [1 + g2/(1 + g2)]1/2; s = 0; s = 2gt/3  [1 + g2/(1 + g2)]1/2 .   (С1-3.2)

     Интегральные по времени деформации (3.70) (с точностью до первого порядка) совпадают с деформацией сдвига g 

  =  = g ;  = 0 ;  = 2g/3 ; p -  = {g/3, g/3, -2g/3 } .   (С1-3.3)

   Деформация (3.75) в 2 раза меньше приращения обобщенной деформации (2.26)

         = 2g2 .                                       (С1-3.4)

     Напряжения Коши 

 с учетом соотношений (3.10) позволяют перейти к напряжениям Лагранжа pi 



;

(С1-3.5)

Полные напряжения на гранях деформированного параллелепипеда

 tp = { 2Gg 

 ,  2Gg 

  ,   0}                 (С1-3.6)

имеют среднее значение

 t = (4/3)Gg 

                                (С1-3.7)

при соответствующих отклонениях от среднего

  t - t  = t - t  = 2Gg/3 ;    t - t  = -4Gg/3 .                   (С1-3.8)

     Проекции напряжений на направление ребра грани деформированного параллелепипеда отсутствуют  =  =  = 0, а проекции напряжений на направление вектора приращения скорости составляют

 p ={2Gg/

, 2Gg/

, 0}; v =4Gg/(3

);(С1-3.9)

 p - v = {2Gg/(3

), 2Gg/(3

), -4Gg/(3

)} , 

и если после разложения в ряд ограничиться слагаемыми первого порядка малости, тогда напряжения p и разности (p - v) пропорциональны интег-ральным деформациям p и их разностям (p - ). 

    Таким образом, с точностью до первого и даже второго порядка сдвиго-вой деформации можно считать пропорциональными как девиаторные со-ставляющие, так и средние значения, а следовательно и соответствующие компоненты проекций напряжений на направление скорости относитель-ного движения частиц на противоположных гранях деформируемого па-раллелепипеда и интегральных по времени деформаций, возникающих за счет этих скоростей.

    Базовые деформации ep и их разности (ep - e) пропорциональны соответствующим значениям полных напряжений или их проекций на приращение скорости



 ,                      (С1-3.10)

но коэффициент пропорциональности не соответствует общепринятым представлениям.

     Энергия деформации через напряжения Коши и приращение накоплен-ной деформации одинаковы

 a = 0,5 xy (2g) = 2Gg2     a = 0,5 

(2) = 2Gg2  ,

а по версии обобщенного инварианта 

 a = 0,5 

 (e2) = 2 

 g2   ,

т.е. для совпадения результатов коэффициент пропорциональности должен быть в 2 раза меньше (G). К парадоксам этого варианта описания процесса можно отнести и то, что из соотношения для среднего напряжения Коши при условии пропорциональности базовых деформаций и напряжений ко-эффициент 

 должен быть равен 0.

     Вместе с тем, этот результат может быть связан с неточностью описания уравнений движения и, в частности, предположением об отсутствии деформации в третьем направлении.

С2. ПЛОСКАЯ ДЕФОРМАЦИЯ С ИЗМЕНЕНИЕМ ОБЪЁМА

   Если снять предположение о неизменности объёма и записать уравнения движения в виде (С2-1.1), тогда 

e - e = e - e = g2 /6 - g4/24;     e - e = -g2 /3 + g4/12 ,           (С2-3.1)

и скорости изменения обобщенных координат

et = et = g gt /e >0 ;  et = 0 ;  et = 2g gt /3e >0               (С2-3.2)

отличаются от скоростей деформации (3.32) 

s = gt ;  s = gt ;  s = 0 ;  s = 2gt/3 .                           (С2-3.3)

  Интегральные по времени деформации (3.70) соответственно отличаются от относительных длин (С2-2.5)

  =  = g ;  = 0 ;  = 2g/3 ; p -  = {g/3, g/3, -2g/3 }  .           (С2-3.4)

    По уравнениями (3.15) деформациям (С2-2.2) соответствуют напряжения Коши и Лагранжа



   ;    

 .  (С2-3.5)

Полные напряжения

   tp = { 2Gg (1 + g2)1/2  ,  2Gg (1 + g2)1/2  ,   0}  ;             (С2-3.6)

 t = (4/3)Gg (1 + g2)1/2 =  (4/3)Gg (1 + g2/2 - g2/8 +...)

t - t  = t - t  = 2Gg/3 (1 + g2)1/2;   t - t = -4Gg/3 (1 + g2)1/2;

имеют проекции только на вектор приращения скорости

p = {2Gg, 2Gg, 0}   ; v = 4Gg/3  ;                    (С2-3.7)

 p - v = {2Gg/3, 2Gg/3, -4Gg/3}  .

    Проекции полных напряжений на направление ребра деформированного параллелепипеда отсутствуют
p = {0, 0, 0}   ;    = 0  .                                   (С2-3.8)

Отношения девиаторных составляющих (для всех 3-х компонент) совпада-ют с общепринятыми только для интегральных по времени деформаций

(tp - t)/(ep - e) =  2Gg (1 + g2)1/2/[(1 + g2)1/2 - 1] = 4G/g ;

 (p - v)/(p - ) =  2G                                (С2-3.9)

при таком же отношении средних значений и компонент 

   v/ = 2G ; p/p = 2G  .                          (С2-3.10)

     Мощность деформации по соответствующим уравнениям через компо-ненты напряжений и скоростей деформации составляет

  = xy xy = 4Gggt                                 (С2-3.11)

и через обобщенный инвариант с коэффициентом пропорциональности 

 

 = 0,5 

 (Гe2)t = 2

ggt ,                                (С2-3.12)

т.е. в этом случае результаты совпадают при 

 = 2G, что позволяет считать новую версию вполне работоспособной, хотя и с новым значением модуля упругости.

С3. ТРЕХМЕРНАЯ ДЕФОРМАЦИЯ БЕЗ ИЗМЕНЕНИЯ ОБЪЕМА

     Допуская, в дополнение к рассмотренному выше, перемещения в нап-равлении оси z, соответствующие условию постоянства объёма, получаем

e - e = e - e =  -g2 (1 + g2)/[6 (1 - g2)];  e - e = g2 (1 + g2)/[3 (1 - g2)] ,  

или, с точностью до g2  ,

e - e = e - e =  -g2/6   ;  e - e = g2/3  .                (С3-3.1)

С учетом алгебраических дополнений 



 = 1/(1 - g2)   ; 

= -g/(1 - g2)   ; 

 =  -g/(1 - g2) ;  

 =  1/(1 - g2) ;



 = 1 - g2 ,                                     (С3-3.2)

напряжения Лагранжа pi отличаются от рассмотренного выше варианта лишь знаменателем 

x = y = -2Gg2 /(1 - g2);  y = x =  2Gg /(1 - g2) .         (С3-3.3)

Это замечание относится и к полным напряжениям (с точностью до g2),

 t = t = 2Gg (1 + g2/2) /(1 - g2);  t = 0 ;                       (С3-3.4)

При среднем напряжении 

 t = (4/3)Gg (1 + g2/2) /(1 - g2)                               (С3-3.5)

отношение “девиаторных” компонент

t - t  = t - t  = 2Gg/[3(1 - g2)];    t - t  = -2Gg/[3(1 - g2)]    ,         (С3-3.6)

как и в первом случае, зависит от деформации сдвига

 tp - t = (2G/g) (ep - e) .                           (С3-3.7)

     Проекции напряжений на вектор приращения скорости

 =  = 2Gg /(1 - g2);  = 0                           (С3-3.8)

при среднем напряжении 

 v = (4/3)Gg /(1 - g2)                               (С3-3.9)

определяют соответствующие разности

 - v =  - v = 2Gg/[3(1 - g2)]  ;  - v = -4Gg/[3(1 - g2)]  . (С3-3.10)

Скоростям деформации (3.67)

s = s = | gt |;  s = 2|ggt|/(1 - g2)2 ; s = 

    (С3-3.11)

соответствуют интегральные по времени деформации (3.70)

 =  = | g |   ;  = g2/(1 - g2)  ;   = 

      ; 

 -  =  -  =

 ;  -   = 

 .   (С3-3.12)

     Коэффициент пропорциональности “девиаторных” компонент с доста-точной точностью совпадает с общепринятым  2G
( -v)/( -) = ( -v)/( -) = ( -v)/( -) = 2G/(1 - g - g2). (С3-3.13)

     Для рассматриваемых уравнений движения такое же значение (практически с прежней точностью) имеет и отношение средних значений напряжений и деформаций

v/ = 2G/(1 + 0,5g - g2) ,                        (С3-3.14)

а также всех компонент, что не противоречит общепринятым представле-ниям при отсутствии средних напряжений.
С4. ЧИСТЫЙ сдвиг В ГЛАВНЫХ ОСЯХ

    Если процесс чистого сдвига рассматривать как одновременное действие одинаковых по величине деформаций растяжения и сжатия в двух взаимно перпендикулярных направлениях с уравнениями движения (С4-1.1), тогда при относительных деформациях

e - e =  1 (1 + 

) + (1/6) 12 (1 + 

)2 ; 

e - e =  - 1 (1 + 

) + (1/6) 12 (1 + 

)2 ; 

e - e = - (1/3) 12 (1 + 

)2 .                             (С4-3.1)

Не2 = 1,t2 (1 + 

 )2 {exp[21(1 + 

)] + exp[-21(1 + 

)]} = 

 = 21,t2 (1 + 

)2 [1 + 212 (1 + 

)2]    

отношение девиаторных компонент для напряжений Коши 

   (xx - yy)/(xx - eyy) = 2 xx /(e - e) = xx /[1 (1 + 

)]          (С4-3.2)

совпадает с соответствующим отношением для напряжений Лагранжа

( - v)/(e - e) = ( - )/(e - e) = xx /[1 (1 + 

)]  .        (С4-3.3)

Однако для третьей компоненты результат иной

( - v)/(e - e) = -2xx /[1 (1 + 

)]  .                     (С4-3.4)

    Отличие по знаку и величине (в 2 раза) связано с точностью определения напряжений и деформаций, в частности отсутствием у этих разностей слагаемых первого порядка малости. По этой же причине и такое же значение имеет отношение средних напряжений и деформаций. 

     Из равенства Ге для вариантов С1 и С4 можно установить соотношение между деформациями растяжения-сжатия и сдвига g = xx (1 + 

). Для вариантов С2-С3 этот результат отличается на 

.

    Особо следует отметить, что по мере развития деформации средняя относительная длина ребер (2.24) уже не может быть характеристикой изменения объёма деформируемой частицы. 
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