Алюшин Ю.А. Механика процессов деформации в пространстве переменных Лагранжа

1. КИНЕМАТИКА ДЕФОРМИРУЕМОЙ СРЕДЫ

     Процессы деформации сопровождаются сложными явлениями, в том числе изменения и передачи энергии, для объяснения которых можно использовать различные физические и математические модели. Однако, первостепенное значение при изучении этих явлений имеет механика - наука о движении. Еще Г. Галилей утверждал: “Кто не знаком с законами движения, тот не может познать природы”. 

     Кинематика - раздел механики, изучающий свойства и геометрические особенности механических движений без учета вызывающих эти движения причин. В общем случае под механическим движением будем понимать изменение во времени положения частицы в пространстве наблюдателя.

     Движение всегда относительно, так как, говоря о движении, мы всегда предполагаем одновременное наличие движущегося тела и наблюдателя, точнее его системы отсчета. Покой является лишь частным случаем движения в специально выбранной системе отсчета. Всегда можно выбрать другую систему координат, в которой это же тело будет находиться в движении.

1.1. СИСТЕМЫ КООРДИНАТ 

     Системы координат позволяют устанавливать соответствие между значениями исследуемых функций и точками пространства, при этом каждой точке будет соответствовать определенный набор чисел, которые называют ее координатами.

    Линии, вдоль которых изменяет значение только одна координата, а остальные остаются неизменными, называются координатными линиями. Каждой координате соответствует своя координатная линия. Увеличение координат соответствует положительному направлению координатных линий. Координатные линии могут быть прямолинейными и криволинейными. 

    Точка, в которой все координаты обращаются в ноль, называется началом системы координат, а проходящие через эту точку координатные линии - осями координат. 

     При движении частицы ее радиус-вектор в неподвижной системе отсчета наблюдателя изменяется. Для одной частицы траекторию движения можно описать векторным уравнением

    r = r(t) = xi(t) ei ,                                 (1.1)

которое соответствует трем скалярным уравнениям

 xi = xi(t)    ,                                   (1.2)

где ei - векторы базиса или единичные векторы системы отсчета, xi - координаты или проекции вектора на оси координат наблюдателя. Уравнения (1.1) или (1.2) иногда называют законом движения частицы [6].

      В дальнейшем под xi будем понимать координаты в прямоугольной декартовой системе.  

     В уравнениях (1.1) и ниже использовано правило суммирования по повторяющемуся в одночлене (см. правую часть уравнения) индексу в соответствие с размерностью пространства наблюдателя. Для трехмерного пространства в развернутой форме оно принимает вид

r = x1(t) e1 + x2(t) e2 + x3(t) e3 ,                                 (1.1а)

     В уравнениях (1.2) одночленов с повторяющимся индексом нет, в связи с чем не предполагается и суммирование. Тем не менее, индекс “i” может принимать соответствующие размерности пространства наблюдателя значения, т. е. система (1.2) включает несколько уравнений 

x1 = x1(t)  ,    x2 = x2(t)  ;     x3 = x3(t)   .                          (1.2а)

     Если рассматривать несколько частиц, для каждой из них должна быть записана своя система уравнений. Систему для всех частиц можно объединить путем геометрической индивидуализации, т.е. выделения среди других, каждой частицы, например с помощью переменных Лагранжа.

    Под деформируемой средой будем понимать некое сплошное тело, преимущественно твердое, заполняющее непрерывным способом рассматриваемый объём. Это предположение противоречит известным физическим представлениям о том, что все тела состоят из отдельных частиц, в том числе отличающихся по своим физическим свойствам (плотность, теплопроводность и пр.) и другим характеристикам (скорость, деформация и пр.), однако позволяет использовать аппарат непрерывных функций, включая дифференциальное и интегральное исчисления, при исследовании любых вопросов, связанных с движением и деформацией реальных тел.

1.2. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ

     Для описания движения сплошной среды необходимо знать уравнения движения всех составляющих среду (непрерывную совокупность) частиц. Так как в каждой точке пространства одновременно не могут находиться несколько частиц, для индивидуализации каждой из них могут быть использованы любые функции, связанные с координатами частиц в любой момент времени. Наиболее удобными являются начальные координаты. В отличие от уравнений (1.2) теперь аргументами функций будут четыре переменных: начальные координаты частиц () и время t 

x1 = x1(t)  ,  x2 = x2(t)  ;  x3 = x3(t)   ,         (1.3а)

или, в сокращенной записи

xi = xi(

,t)    ,                                     (1.3b)

где предполагается, что индекс “j” может принимать три, в соответствии с размерностью пространства наблюдателя, различных значения при обозначениях
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  .                         (1.3c)

     Как будет показано в дальнейшем, нижние индексы удобны для обозначения производных от различных функций по времени или координатам. Чтобы избежать многоступенчатых индексов, наряду с сокращенными формами типа xi и j, будут использованы также обозначения (x, y, z) для декартовых координат и () для их начальных значений, т. е.

 xi 

 (x, y, z), 

 

 (),

 = xi при t = 0.                       (1.4)

    Сокращению записей способствует также переход от трех скалярных уравнений типа (1.3b) к одному векторному 

 x = x(,t)      ,                                           (1.3)

в котором векторы 

x = xi ei   ;     = i ei ;                                     (1.5)

определены в одном базисе ei и совпадают при t = 0

  

 x0 = x(,t = 0)  .                                       (1.5a)

1.3. СОПУТСТВУЮЩАЯ СИСТЕМА КООРДИНАТ

    Координаты i остаются неизменными для каждой частицы на протяжении всего процесса движения. Такую систему координат называют сопутствующей или вмороженной. Она позволяет индивидуализировать каждую частицу, определить место ее расположения в произвольный момент времени t > 0, найти любые другие характеристики, связанные с движением (изменение плотности и пр.).

    Для частицы, перемещающейся из начальной точки с радиус-вектором а и координатами () вдоль оси “х” с постоянной скоростью “u”, система уравнений (1.3) имеет вид

 x =  + u t  ;   y =   ;  z = 

 .                          (1.6)

    Особо следует подчеркнуть, что только одного (первого) уравнения из системы (1.6) для характеристики движения, особенно с точки зрения деформации, недостаточно. Именно из двух последних следует, что координаты “y” и “z” не изменяются, движение является прямолинейным вдоль одной оси.

1.4. ПЕРЕМЕННЫЕ ЛАГРАНЖА И ЭЙЛЕРА

     Уравнения движения (1.3) содержат только координаты и время, причем аргументами функций xj являются начальные координаты i. Так как количество аргументов и функций совпадает, а в одной и той же точке пространства одновременно не могут находиться две различные частицы, т.е. между начальными и текущими координатами должно быть взаимно однозначное соответствие, эти уравнения можно решить относительно i и записать в виде

 = (x,t)  ;  i = i(xj,t)   ;                                   (1.7)

где, в отличие от уравнений (1.3), аргументами предполагаются текущие координаты частиц xj, а функциями - их начальные значения i. Принципиальной разницы между описанием движения в форме (1.3) или (1.7) нет. Если известна одна из форм, например (1.3), всегда можно перейти к другой форме, в рассматриваемом случае (1.7). Взаимно однозначное соответствие координат на всех этапах движения позволяет любые из них считать аргументами, а другие рассматривать как функции этих аргументов.

     Координаты частиц в начальный момент времени i принято называть переменными или координатами Лагранжа, а геометрические координаты точек в пространстве наблюдателя хi, которые в процессе движения могут занимать частицы тела, - переменными (координатами) Эйлера. Соответственно, уравнения типа (1.3) называют описанием движения в форме Лагранжа (материальное или ссылочное описание), а уравнения типа (1.7) - описанием движения в форме Эйлера (пространственное описание).

     Чтобы следить за изменениями, происходящими в окрестности каждой частицы, из которых состоит рассматриваемое тело, достаточно знать уравнения движения в форме Лагранжа или Эйлера. Обе формы описания движения равнозначны, но в каждом конкретном случае, в зависимости от решаемой задачи, одна из форм может оказаться предпочтительной. Например, при определении деформаций Коши [6-9] перемещения лучше записать в виде функции переменных Эйлера, а при определении скорости или ускорения частиц более удобной является форма Лагранжа. Вопрос о выборе независимых переменных может быть распространен на любые функции, характеризующие движение. 

1.5.СУБСТАНЦИОНАЛЬНАЯ  И  ЛОКАЛЬНАЯ  ПРОИЗВОДНЫЕ 

ПО  ВРЕМЕНИ

     Две различные формы описания движения предполагают возможность использования в качестве аргументов, наряду со временем t, переменных как Эйлера, так и Лагранжа, т. е. любую функцию, например плотность , можно записать в виде (xi,t) или (i,t). Частная производная этих двух функций по времени t в первом случае определяет скорость изменения плотности в фиксированной точке пространства наблюдателя, а во втором случае - в фиксированной частице среды. С учетом этого производную 

xt

t называют локальной, а производную 

t

t - материальной или субстанциональной. 

     Выбор аргументов функций, связанных с движением, не имеет принципиального значения, локальные и материальные производные могут быть определены в любом варианте. Чтобы не указывать аргументы, как в приведенных выше способах описания (в скобках), будем отличать эти производные оператором Df/Dt или индексом ft для материальной производной и оператором 

f/

t или индексом f для локальной производной. 

     Для определения скорости частицы необходимо проследить за изменением координат во времени именно этой частицы, т. е. ее компоненты вектора скорости соответствуют производным по времени от уравнений движения в форме Лагранжа (1.3) 

      v = Dx/Dt = xt   ; vi = Dxi/Dt = xi,t 

     Аналогичным образом, ускорение частицы определяют вторые субстанциональные производные по времени

      w = D2x/Dt2 = xtt    ; wi = D2xi /Dt2 = xi,tt   .        

     Естественно, что компоненты как скорости vi, так и ускорения wi, могут иметь аргументами переменные Эйлера или Лагранжа.

     Если функция задана в переменных Лагранжа, тогда субстанциональная производная совпадает с частной производной. Если же функция задана в переменных Эйлера (1.7), тогда, рассматривая текущие координаты как неявно заданные функции и используя общие для таких функций правила дифференцирования, получим



 . (1.8)

     Как отмечено выше, первое слагаемое (частная производная по времени в фиксированной точке пространства наблюдателя) обычно называют локальной производной. Три других слагаемых определяют конвективную (переносную) составляющую субстанциональной производной.

1.6. СИСТЕМА ОБОЗНАЧЕНИЙ ДЛЯ ПРОИЗВОДНЫХ

И ДИФФЕРЕНЦИАЛОВ ФУНКЦИЙ

    Абсолютные значения координат Эйлера и Лагранжа непосредственно связаны с выбором системы отсчета наблюдателя, т. е. несут субъективную информацию и не могут описывать физические закономерности процессов деформации.

   Локальные характеристики процессов движения определяют производные от различных функций, включая координаты, по времени, переменным Эйлера или Лагранжа. С точки зрения физических закономерностей особый интерес представляют производные от эйлеровых координат по переменным Лагранжа и их субстанциональные производные. Для сокращения записей в дальнейшем дифференцирование будем обозначать нижними индексами, например



     

    . 

     Различие в обозначениях локальных и субстанциональных производных по времени отмечено выше. Если дифференцируемая функция имеет свои индексы, например компоненты напряжений pi, тогда соответствующие дифференцированию индексы будем указывать после запятой, например 



   .

     Обозначение xi,p соответствует дифференцированию любой из переменных Эйлера xi по переменным Лагранжа p и включает девять производных  

 xi,p 

 

xi/

p = 

 = 

.          (1.9) 

каждая из которых имеет свою субстанциональную производную

xi,tp 

 

xi,t/

p = 

    ,                               (1.10)

     Матрицы (1.9) - (1.10) обычно называют матрицами Якоби или безразмерными обобщенными координатами (xi,p) и скоростями (xi,tp), так как они позволяют установить размеры, форму и ориентацию частицы в системе отсчета наблюдателя.

     Как будет показано в разд. 2, производные xi,p определяют проекции ребер бесконечно малого параллелепипеда в процессе его деформации, а обобщенные скорости xi,tp характеризуют скорость изменения относительных длин этих проекций на соответствующие оси координат.

     Учитывая различную природу пространственных координат и времени, для большей определенности введем также различные обозначения для приращений функций (f) во времени и пространстве. В частности, их изменение за время dt в фиксированной частице будем обозначать df, а изменения в соседних частицах, расположенных на б. м. расстоянии друг от друга, т.е. за счет изменения координат Лагранжа p, оператором f


  .                              (1.11)

    Например, изменение координаты частицы вдоль оси “х” за б. м. время dt с точностью до бесконечно малых второго порядка, т.е. с учетом скорости и ускорения, следует записать в виде

   dx = xt dt + 0,5 xtt dt2  .       

     Приращение координаты “х” между двумя близкими материальными частицами с координатами Лагранжа ( и ( с точностью до бесконечно малых первого порядка составит



  . 

(1.11а)
    При записи рассматриваемого приращения с точностью до бесконечно малых второго порядка нужно учитывать вторые производные, в том числе смешанные.

     Возможно сочетание двух операторов d(f). Например, обозначение 



                           (1.12)

соответствует изменению во времени расстояния между двумя смежными частицами с координатами () и () за время dt.

     Аналогичным образом, обозначение dV = V(t + dt) - V(t) соответствует изменению во времени бесконечно малого объёма, занимаемого фиксированной массой среды m за время dt.

1.7. ПЕРЕМЕЩЕНИЕ И ПУТЬ  

    Среди характеристик процессов движения следует различать два принципиально отличных друг от друга типа. К первым отнесем такие, которые основаны на сравнении двух состояний, например отношение объёмов в соответствующие этим состояниям моменты времени. Они не зависят от особенностей движения на рассматриваемом интервале времени (предполагается, что сплошность среды не нарушается на протяжении всего процесса).

    Второй тип характеристик учитывают все изменения, которые происходили с рассматриваемой материальной частицей за время перехода из одного состояния в другое. 

     Различия между двумя этими типами характеристик особенно наглядны при сравнении перемещения и пути. Первое определяет изменение радиус-вектора частицы за рассматриваемый промежуток времени

  r = r -  = (xi - i) ei                               (1.13)

и зависит только от положения частицы в моменты времени t > 0 и t = 0. 

    По определению путь - это длина траектории, по которой перемещалась рассматриваемая частица на указанном интервале времени. С учетом общего правила определения длины кривой, заданной параметрически, для определения пути необходимо проинтегрировать скорость точки

 S = 

 = 

  ,                        (1.14)

где |v| - модуль вектора скорости.

     Путь S - величина скалярная, перемещение r - вектор . Длина пути и модуль вектора перемещения совпадают только при прямолинейном движении. Во всех остальных случаях путь больше S > |r|. 

    Для периодических движений, например при вращательном движении или колебании маятника, перемещения меняются также периодически и обращаются в ноль, когда частица возвращается в исходное состояние. В отличие от перемещения, путь всегда больше нуля и со временем возрастает.

     Характеристики второго типа, являясь интегральными по времени, несут дополнительную информацию об особенностях движения каждой частицы и их применение при выявлении общих закономерностей, особенно необратимой деформации, является предпочтительным.

     Из используемых в механике деформируемого твердого тела [6-9] характеристик к первым следует отнести тензоры малых или конечных деформаций, ко вторым - накопленную деформацию [10], параметр упрочнения Одквиста [11] и удельную энергию деформации, если последняя определяется путем интегрирования мощности, а не через компоненты тензоров деформации, указанных выше. 

1.8. ЗАВИСИМОСТЬ МЕЖДУ ПРОИЗВОДНЫМИ ПО ПЕРЕМЕННЫМ ЭЙЛЕРА И ЛАГРАНЖА

   Для любой непрерывной функции F(x,y,z), характеризующей некоторый процесс с уравнениями движения (1.3) или (1.7), можно найти частные производные по направлениям осей координат наблюдателя 

F/

xi и переменным Лагранжа 

F/

i. В последнем случае необходимо воспользоваться общим правилом дифференцирования неявно заданных функций



 ;   



    ;                     (1.15)



        

и в математическом плане трудностей не возникает, если уравнения в форме (1.3) известны. 

     Если же уравнения движения известны только в форме Эйлера (1.7), тогда достаточно рассмотреть приращения лагранжевых координат в соседних точках пространства наблюдателя



 ;


  ;                             (1.16)



 

и решить полученную систему линейных уравнений относительно трех неизвестных x, y, z


     ;



     ;                        (1.17)



    ,

где R - величина, обратная основному определителю системы (1.16)

R-1 = det|p,i| = 

 = 

   ,                         (1.18)



 - алгебраические дополнения элементов p,i функционального определителя (1.18).

     Множители системы (1.17) при приращениях  соответствуют частным производным от переменных Эйлера xi по переменным Лагранжа p 

       

 xi,p = R 

 .                                             (1.19)

     Аналогичным образом, если некоторая функция задана в переменных Лагранжа f(), наряду с производными 

 для нее всегда можно найти производные по направлениям



    ;



     ;                       (1.20)



       .

     Производные от переменных Лагранжа по направлениям осей xi определяются по уравнениям [6-8]



 p,i = R 

 .                                             (1.21)

где 

R = det|xi,p| = 

 = 

   .                         (1.22)

      Геометрический смысл функциональных определителей (1.18) и (1.22) будет рассмотрен ниже. Обычно их называют якобианом преобразования (1.7) или (1.3).

      Таким образом, если уравнения движения заданы в форме Лагранжа (1.3), производные любой функции по направлениям xi определяются по уравнениям



       ,                                     (1.23)

а при описании движения в форме Эйлера (1.7)  производные по переменным Лагранжа можно найти с помощью соотношений



       .                                     (1.24)

    Зависимости (1.23)-(1.24) позволяют избежать решения уравнений движения относительно тех или иных переменных, а также явного представления каких-либо функций через переменные Эйлера или Лагранжа при анализе любых вопросов, связанных с движением и деформацией тел.

1.9. СКОРОСТИ ЧАСТИЦ ПРИ ОПИСАНИИ ДВИЖЕНИЯ 

В ФОРМЕ ЭЙЛЕРА

     Для определения скорости частиц при описании движения в форме Эйлера (1.7) необходимо рассмотреть приращения функций на бесконечно малом интервале времени dt с учетом изменения текущих координат



  ;



     ;                  (1.25)



  .

     Записанные уравнения отличаются от системы (1.16) тем, что включают частные (локальные) производные по времени от функций (1.7), и вместо пространственных приращений xi учтены их изменения во времени dxi . Координаты Лагранжа p во времени не изменяются, поэтому правые части всех уравнений обращаются в ноль.

     Решая систему (1.25) относительно приращения текущих координат (Эйлера) dxi, получим компоненты скорости перемещения частиц в виде множителей при dt


    ;



    ;                        (1.26)



     .

     Соотношения (1.26) позволяют определять компоненты тензоров скорости деформации [8-11] непосредственно через уравнения движения (1.7) без их преобразования к виду (1.3).

1.10. СМЕШАННЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ

     Возможность изменения порядка дифференцирования относится только к частным производным и не может быть распространена на субстанциональные производные по времени для функций, заданных в переменных Эйлера. 

     Если функция f(p,t) задана в переменных Лагранжа, когда частная и субстанциональная производные по времени совпадают, порядок дифференцирования при определении смешанных производных (по времени и координатам Лагранжа) может быть произвольным, в частности xt = xt , xt = xt и в общем случае ftp = fpt. При определении производных по направлениям типа ftx от субстанциональных производных ft, заданных через переменные Лагранжа p, можно воспользоваться соотношениями (1.23). 

     Для функций эйлеровых координат порядок определения смешанных производных по времени и направлениям можно менять, если производная по времени - локальная. Для субстанциональной производной (см. разд. 1.6) последующее дифференцирование по направлениям, например x, дает

 ftx =fxx xt + fxy yt + fxz zt + fx + fx xtx + fy ytx + fz ztx  , 

а так как уравнение (1.8) справедливо для любой функции, в том числе и fx, тогда

(fx)x xt + (fx)y yt + (fx)z zt + (fx) = fxt  . 

     Таким образом, при определении производных по направлениям от субстанциональных производных по времени для функций, заданных в переменных Эйлера, следует пользоваться соотношениями

ftx = fxt + fx xtx + fy ytx + fz ztx   ;   

fty = fyt + fx xty + fy yty + fz zty   ;                             (1.27)

ftz = fzt + fx xtz + fy ytz + fz ztz   ,   

где fxt , fyt , fzt - субстанциональные производные от производных по направлениям. При изменении порядка дифференцирования (левые части и первые слагаемые правых частей уравнений 1.27) добавляется три слагаемых с компонентами градиента вектора скорости xi,tj, характеризующими распределение поля скоростей xi,t в пространстве наблюдателя xi.

     Отсюда следует, что в производных типа 
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 xty порядок дифференцирования, указанный последовательностью нижних индексов, произвольно менять нельзя (иначе производная xty всегда была бы равна нулю, так как по предположению x и y - независимые переменные). С учетом правила (1.27) для функции xty получаем

xty = xyt + xx xty + xy yty + xz zty  , 

что соответствует тождеству xty = xty, так как координаты x, y, z являются независимыми переменными, в связи с чем для производных имеем xx = 1, xy = 0, xz = 0, xyt = 0.

     Если уравнения движения заданы в форме Лагранжа, для определения производных от компонент скорости по направлениям xi,tj удобно воспользоваться формулами (1.26), которые не требуют решения системы (1.3) в явном виде.

1.11. ТРАЕКТОРИИ И ЛИНИИ ТОКА

     Геометрическое место точек пространства наблюдателя, которые последовательно проходит фиксированная материальная частица, называют ее траекторией. Уравнения (1.3) и (1.7) можно рассматривать как параметрическое описание траекторий, где параметром является время.

     Геометрическое место точек, касательные к которым совпадают с направлением вектора скорости в каждой точке пространства наблюдателя, называют линиями тока. При плоском движении, например в плоскости xOy, направлением вектора скорости в каждой точке траектории определяет уравнение



   ,

которое и является уравнением линий тока в дифференциальной форме. 

     В общем случае при пространственном движении уравнения линий тока принимают вид



                       (1.28)

     Процессы, в которых линии тока не изменяют своего положения в пространстве наблюдателя, т. е. уравнения (1.28) не зависят от времени, называют стационарными или установившимися. Напротив, если положение линий тока со временем изменяется в пространстве наблюдателя, тогда движение называют неустановившимся или нестационарным.

      В установившихся процессах линии тока и траектории совпадают, а два дополнительных уравнения (1.28) позволяют упростить решение конкретных задач.

1.12. ПРИНЦИП СУПЕРПОЗИЦИИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ В ПЕРЕМЕННЫХ ЛАГРАНЖА

    Произвольный процесс деформации с уравнениями движения (1.3) в интервале времени 0 

 t 

 t2 можно рассматривать состоящим из двух этапов с уравнениями на первом этапе

  Xi = Xi(p,t)     при      0 

 t 

 t1 < t2.  

    При описании движения на втором этапе можно, не изменяя систему отсчета наблюдателя, ввести новый отсчет времени 

 и новые координаты Лагранжа ap 

xi = xi(ap,t) при  0 

 

 

 t2 - t1 .  

    Однако для учета предшествующей деформации целесообразно, не меняя системы отсчета времени, принять в качестве переменных Лагранжа текущие координаты частиц, т. е. их эйлеровы координаты

xi = xi(X(p,t),t) = xi(p,t) при t1 

 t 

 t2 .

     Таким образом, исходные лагранжевы координаты сохраняют свои значения на протяжении всего процесса и уравнения в форме (1.3) могут быть распространены на весь интервал времени 

xi = xi(p,t) при 0 

 t 

 t2 .

    При этом особенности деформирования на каждом этапе могут быть учтены за счет специальных параметров времени, различных для каждого из этапов. Например, при осадке с последующим кручением на первом этапе это может быть линейная деформация, а на втором - угловая.

     Рассмотренный принцип суперпозиции движений с заменой координат Лагранжа одного на эйлеровы переменные другого возможен и при одновременном их протекании [15]. При этом каждый из простых видов, образующих в результате наложения соответствующее сложное движение, может иметь свой параметр времени, как например угол поворота и относительное удлинение при одновременном растяжении и кручении.

     Примеры применения принципа суперпозиции для различных видов деформации приведены в следующих разделах.

1.13. ПРИМЕРЫ ОПИСАНИЯ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ В ПРОЦЕССАХ ДЕФОРМАЦИИ

    Рассмотрим движение точки (отдельной частицы) в плоскости xOy с уравнениями движения

x = x0 + u t ;   y = y0 + v t  ;  z = z0 .                       (1.29)

    При u = const и v = const движение является прямолинейным и равномерным с компонентами скорости u и v. Если же множители u и v зависят линейно от времени (при постоянных коэффициентах a1 и a2)

u = u0 + a1 t ;   v = v0 + a2 t  ;

тогда движение будет прямолинейным равномерно - ускоренным с компонентами скорости (u0 + 2a1 t; v0 + 2a2 t) и ускорения (2a1 ; 2a2).

     При произвольном изменении во времени функций u и v движение будет плоским криволинейным, а уравнения (1.29) можно рассматривать как параметрическое описание некоторой кривой, где параметром является время t. Если его можно исключить из первых двух уравнений, тогда получим уравнение траектории в явном y = y(x) или неявном f(x,y) = 0 виде. Например, если u и v не зависят от времени и изменяются пропорционально одному параметру (A = const)

u = F(t) ;  v = A F(t) .

тогда траектория совпадает с прямой линией

y - y0 = A (x - x0) .                                       (1.30)

     Вопрос о предпочтительности вида уравнений для описания траекторий должен решаться в каждом конкретном случае отдельно. Например, угол наклона касательной к траектории может быть легко найден из уравнений типа (1.29), так как для любой материальной частицы на всем протяжении траектории переменные x0 , y0 остаются неизменными и уравнения (1.29) можно рассматривать как параметрическое описание кривых, при этом если v = A u , как принято выше, тогда

dx = d(ut) ;  dy = d(vt) = A d(ut) ;    dy/dx = A ,

что совпадает с результатом, вытекающим из уравнения (1.30).

     При произвольном изменении функций u и v можно записать

y - y0 = v (x - x0)/u .

Геометрический анализ такого движения затруднен, так как правая часть полученного соотношения может зависеть от времени.

     В частном случае при движении маятника в соответствии с уравнениями



 ; 

 ;  z = z0 ;                       (1.31)

где 

; A - амплитуда, T0 - период колебания, траектория движения имеет вид

y = (y0/A) (x - x0) ctg

   

и угол наклона касательной к траектории, т. е. направление вектора скорости, определяется уравнением



   .

     Траекторию пространственного движения точки в общем случае можно описать уравнениями

x = x0 + u t ;   y = y0 + v t  ;  z = z0 + w t .                       (1.32)

     Движение является прямолинейным при условии dx = C1 dy = C2 dz, где C1 и C2 - некоторые константы. Это условие выполняется, когда множители u, v, w не изменяются во времени (равномерное движение) или пропорциональны времени (равномерно ускоренное движение без начальной скорости). При произвольном изменении функций u, v, w движение будет криволинейным.

     Уравнения типа (1.29) и (1.32) сохраняют свой вид не только для отдельных точек, но и для частиц тела, совершающих, соответственно, плоское или пространственное движение. При этом, если функции u, v, w не зависят от лагранжевых координат, т. е. для всех точек тела остаются одинаковыми, тогда тело будет перемещаться по прямолинейной или криволинейной траектории как жесткое целое, без поворота относительно осей координат. Этот результат можно обобщить на все случаи движения среды: деформация отсутствует, если поле скоростей однородно, т. е. не зависит от координат.

     Отметим, что уравнения движения при поступательном перемещении частицы не изменяются, если поменять местами движущуюся частицу и точку начала отсчета наблюдателя. Этого, однако, сделать нельзя, когда рассматривается движение тела, состоящего из множества частиц.

     При растяжении вдоль оси x с однородным деформированным состоянием (характеристики деформированного состояния, в том числе обобщенные координаты, не зависят от координат Лагранжа), когда сдвиговые деформации отсутствуют, а размеры тела изменяются во всех сечениях пропорционально, траектории перемещения частиц можно описать уравнениями

x =  (1 + At) ; y =  (1 + Bt) ; z = 

 (1 + Ct) .                       (1.33)

     Скорости точек линейно зависят от соответствующих лагранжевых координат

xt =  A  ; yt =  B  ; zt = 

 C  ;

где коэффициенты A, B, C предполагаются постоянными. В этом примере уравнения (1.33) легко преобразуются к виду (1.7) и компоненты скорости можно записать через переменные Эйлера

xt = x A/(1 + At)  ; yt = y B/(1 + Bt)  ; zt = z C/(1 + Ct)  .

     Однако, нельзя утверждать, что если поле скоростей зависит от координат, то тело обязательно деформируется. 

     Если отдельная частицы перемещается относительно некоторой точки пространства наблюдателя, например совмещенной с началом координат, так, что расстояние между ними не изменяется, движение называется вращательным. При этом условно можно считать, что обе точки остаются неподвижными, а система координат вращается, например относительно оси z с некоторой угловой скоростью . В этом случае уравнения движения эквивалентны преобразованию координат

x = cos(t) - sin(t);   y = sin(t) + cos(t);   z =  ;                (1.34)

      За переменные Лагранжа приняты начальные координаты частицы, при t = 0 имеем x =  и y =  .

     Эти же уравнения справедливы и для вращения жесткого тела, размеры и форма которого не изменяются, а угловые скорости всех частиц одинаковы. При таком движении деформация отсутствует, хотя скорости, как и в рассмотренном выше случае линейного растяжения, зависят от начальных и текущих координат



 ;  

 .

   Случаи жесткого поворота отдельных частей тела возможны в различных процессах деформации, в том числе при изгибе широкого листа, когда один из его размеров не изменяется, а траектории описываются системой уравнений



 ;  

 ; 

 ,    (1.35)

где r, r - радиус кривизны волокна с координатой Лагранжа  = 0. Функции  и  характеризуют изменение длины волокон и степень их деформации в направлении толщины (оси y). За переменные Лагранжа приняты декартовы координаты частиц при исходном прямолинейном (r = 

) состоянии полосы. В уравнениях (1.35) время t явно отсутствует, но его роль играет радиус кривизны r, который может быть задан как функция времени.

     Продольный изгиб происходит под действием сжимающих усилий, направленных вдоль оси x стержня. В этом случае уравнения движения могут иметь вид [14]



 ;  

 ;  

 ;    (1.36)

где  ,  , z0 - начальные координаты частиц, L0 - исходная длина стержня, A - стрела прогиба посредине его длины, а функция F определяет относи-тельную деформацию сжатия 

F =  L02/2

 . 

При t = 0 функции А и F обращаются в ноль.

    В зависимости от особенностей процесса очаг деформации может быть разбит на ряд областей, в каждой из которых траектории допускается описывать самостоятельной системой уравнений. Например, для установившегося процесса прямого плоского выдавливания линии тока в зонах 1 (до деформации) и 3 (после деформации) описываются семейством прямых, параллельных оси х:

 в зоне 1:    x =  + u0 t  ;  y = y0 ;  z = z0   ;

 в зоне 3:    x =  + u0 t/(1 - )  ;  y = y0 (1 - ) ;   z = z0   ;                      (1.37)

где u0 - скорость перемещения инструмента,  = (1 - a/b) - относительное уменьшение площади поперечного сечения заготовки, b, a - толщина полосы до и после деформации. В зоне деформации 2 траектории можно представить в виде логарифмических спиралей



   ,                   (1.38)

где постоянная А зависит от положения начала отсчета системы координат наблюдателя. На поверхности между зонами 1 и 2



                  (1.39)

предполагается разрыв тангенциальной составляющей вектора скорости (как и на криволинейной поверхности инструмента), нормальные компоненты с обеих сторон этой поверхности не изменяются.

    При выдавливании через клиновую матрицу траектории можно представить в виде пучка прямых

  y =  [1 -  (1 - x/L)]                                               (1.40)

В зонах 1 и 3 они, как и в рассмотренном выше случае, описываются уравнениями (1.33). В этом примере разрыв касательных составляющих скорости возникает на границах как между зонами 1 и 2, так и между зонами 2 и 3.

     Для установившегося трехмерного течения с уменьшением толщины и увеличением ширины заготовки траектории можно записать в виде

  =x/(1 + Az) ;    = y/(1 + Bz)  ;                                (1.41)

где коэффициенты A, B характеризуют изменение размеров поперечного сечения заготовки после деформации. С учетом граничного условия zt = v0 при z = 0 для компонент скорости тогда получаем

 xt = Axzt/(1 + Az) ; yt = Byzt/(1 + Bz) ;   zt= v0/(1 + Az)(1 + Bz)  .

     Примеры описания уравнений движения в других процессах деформации приведены в работах [12 - 16].

     В реальных процессах уравнения движения имеют сложный вид, их определение составляет основную задачу механики деформируемого твердого тела, но в большинстве случаев решения возможны лишь с применением численных методов и ЭВМ.

     Более подробно рассмотрим процессы линейного растяжения и сдвига с однородным деформированным состоянием. 

1.13.1.  ЛИНЕЙНОЕ РАСТЯЖЕНИЕ

     При одноосном растяжении стержня в области упругих и пластических (при коэффициенте Пуассона 

= 0,5) деформаций уравнения движения можно принять в виде (форма Лагранжа)

x =  exp(xx) ;  y =  exp(-

xx) ;      z = 

 exp(-

xx)  ,       (ЛР-1.1)

где xx соответствует степени деформации по мере Генки [10] xx = ln(L/L0), L0 , L - начальная и текущая длина стержня. Эти уравнения можно решить относительно переменных Лагранжа и записать их как функции текущих координат (форма Эйлера)

   = x exp(-xx) ;    = y exp(

xx) ;     

 = z exp(

xx)  .      (ЛР-1.2)

     Разность текущих и начальных координат определяет компоненты векторов перемещения (в переменных Лагранжа и Эйлера)

ux = x -  =  [exp(xx) - 1] = x [1 - exp(-xx)]  ; 

uy = y -  =  [exp(-

xx) - 1] = y [1 - exp(

xx)]  ;          (ЛР-1.3)

uz = z - 

 = 

 [exp(-

xx) - 1] = z [1 - exp(

xx)]  .

     Компоненты вектора скорости можно найти дифференцированием любой из систем уравнений (ЛР-1.1) - (ЛР-1.3) с учетом описанных выше правил определения материальной производной 

xt =  xx,t  exp(xx) = x xx,t;  

yt = -

 xx,t  exp(-

xx) = -

y xx,t;                       (ЛР-1.4)

zt = -



xx,t  exp(-

xx) = -

z xx,t.

    Путь, пройденный каждой частицей за время деформации, зависит от ее начальных координат и в соответствии с уравнением (1.14) составляет



    .               (ЛР-1.5)

При интегрировании по времени переменные Лагранжа предполагаются фиксированными. Уравнениям (1.1) - (1.2) соответствуют обобщенные координаты и скорости

x  exp(xx) ; y = z  exp(-xx) ;                        (ЛР-1.6)

x  x  y  y  z  z  0 ;

xt  xx,t exp(xx) ; yt = zt  -xx,t exp(-xx) ;                        (ЛР-1.7)

xt  xt  yt  yt  zt  zt  0 .

    Из приведенных уравнений следует, что сдвиговые деформации в принятой системе отсчета наблюдателя отсутствуют.

1.13.2. ДЕФОРМАЦИИ СДВИГА

     Для процессов с развитыми сдвиговыми деформациями рассмотрим несколько вариантов уравнений движения, которые в этом и последующих разделах отмечены символами С1-С4, соответственно. 

С1. ПЛОСКАЯ ДЕФОРМАЦИЯ БЕЗ ИЗМЕНЕНИЯ ОБЪЁМА 

     Обычно при чистом сдвиге [9 - 11, 17] деформацию считают плоской, а объём неизменным. Этим условиям удовлетворяют уравнения движения в форме Лагранжа (полный угол сдвига 2g)

x =  (1 + g2)1/2 + g  ; y =  (1 + g2)1/2 + g   ;  z = 

  ;           (С1-1.1)

или в форме Эйлера

  = x (1 + g2)1/2 - y g ;   = y (1 + g2)1/2 - x g  ; 

 = z   .        (С1-1.2)

     Будем считать, что в процессе деформации угол сдвига увеличивается, т.е. g > 0 ; gt > 0, тогда компоненты вектора перемещения возрастают (при положительных координатах) в пространстве лагранжевых координат, но могут уменьшаться в пространстве переменных Эйлера

   x -  = x [1 - (1 + g2)1/2] + y g =  [(1 + g2)1/2 - 1] +  g  ;      (С1-1.3)

y -  = x g + y [1 - (1 + g2)1/2] =  g +  [(1 + g2)1/2 - 1]   .

при скоростях перемещения частиц (в переменных Эйлера и Лагранжа)

xt = ygt/(1 + g2)1/2  = gt [g  /(1 + g2)1/2 + ]  ;                 (С1-1.4)

  yt = xgt/(1 + g2)1/2 = gt [ +  g/(1 + g2)1/2 ]  .

С2. ПЛОСКАЯ ДЕФОРМАЦИЯ С ИЗМЕНЕНИЕМ ОБЪЁМА

    Если снять предположение о неизменности объёма, тогда уравнения в форме Лагранжа и Эйлера можно записать в более простом виде 

x =  + g  ;     y =  + g   ;    z = 

    ;   g > 0 ; gt > 0 ,     (C2-1.1)

   = (x - yg)/(1 - g2) ;  = (-xg + y)/(1 - g2)  .               (C2-1.2)

Компоненты вектора перемещения и скорости

x -  = (-xg2 + yg)/(1 - g2) ; y -  = (xg - yg2)/(1 - g2)          (C2-1.3)

xt=  gt = gt (-xg + y)/(1 - g2)  ;  yt =  gt = gt (x - yg)/(1 - g2) ;   (C2-1.4)

с точностью до g совпадают рассмотренным выше вариантом. 

C3. ТРЕХМЕРНАЯ ДЕФОРМАЦИЯ БЕЗ ИЗМЕНЕНИЯ ОБЪЕМА

     Если снять предположение о плоской деформации, тогда условие постоянства объёма можно выполнить за счет деформации в третьем направлении с уравнением движения 

z = 

 /(1 - g2) ;                                       (C3-1.1)

и дополнительными компонентами вектора перемещения и скорости

 z - 

 = zg2  ;   zt = 2zggt/(1 - g2)  .                        (C3-1.2)

С4.ЧИСТЫЙ сдвиг в главных осях

    Процесс чистого сдвига можно рассматривать как одновременное действие одинаковых по величине деформаций растяжения и сжатия в двух взаимно перпендикулярных направлениях с уравнениями движения в форме Лагранжа 

x =  exp[1 (1 + 

)]  ; y =  exp[-1 (1 + 

)]  ; z = 

               (C4-1.1)

или Эйлера

  = x exp[-1(1 + 

)] ;   = y exp[(1 + 

) 1] ; 

 = z .            (C4-1.2)

Этим уравнениям соответствуют компоненты векторов перемещения

x -  =  {exp[1(1 + 

)] - 1} = x{1 - exp[-(1 + 

) 1] ;        

y -  =  {exp[-1(1 + 

)] - 1} = y{1 - exp[(1 + 

) 1] ; z - 

 = 0 ;  (C4-1.3)

и скорости

xt =  1,t(1 + 

)exp[1 (1 + 

)] = x 1,t(1 + 

) ;

 yt = - 1,t(1 + 

) exp[-1 (1 + 

)] = - y 1,t(1 + 

) ; zt = 0  .   (C4-1.4)

     Обобщенные координаты, скорости их изменения, а также другие характеристики деформированного состояния, как и для других вариантов сдвига, будут рассмотрены в следующем разделе.

1.13.3. ПРИМЕНЕНИЕ ПРИНЦИПА СУПЕРПОЗИЦИИ ПРИ ОПИСАНИИ СЛОЖНЫХ ПРОЦЕССОВ ДЕФОРМАЦИИ

    В качестве примера сложного процесса рассмотрим одновременное или последовательное наложение линейного растяжения и сдвига с уравнениями движения (ЛР-1.1) и (С1-1.1). Подставляя выражения для эйлеровых координат

x =  exp(xx) ;  y =  exp(-

xx) ;      z = 

 exp(-

xx)  ,       (ЛР-1.1а)

вместо переменных Лагранжа p в уравнениях (С1-1.1), получим

x =  exp(xx) 

 + g exp(-

xx) ;   

y = g exp(xx) +  exp(-

xx) 

;   

   z = 

 exp(-

xx)  .                                     (РC-1.1)

     Если вложенной считать деформацию сдвига, а наложенной – деформацию растяжения, тогда вместо (РС-1.1) получим

x = (

 + g) exp(xx);   

y = [g +  

] exp(-

xx);   z = 

 exp(-

xx)  .   (РС-1.2)

Различия в координатах x и y по обоим вариантам бесконечно малы.

     В следующих разделах этот принцип будет также использован при совмещении процессов деформации с жестким поворотом заготовки.

    По существу принцип суперпозиции использован также в разд. С4.
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