4. Особенности используемой методики кинематического анализа шарнирно-рычажных механизмов с описанием движения в форме Лагранжа
Движение материальных тел происходит в пространстве и во времени. Поэтому представления о пространстве и времени должны быть основными понятиями механики. Эти понятия отражают реально существующие в мире про​странственные соотношения взаимного расположения материальных объектов и реальные соотношения длительности и следования друг за другом различных материальных процессов. Процессом будем  называть случай, когда любая из совокупности характеристик частицы (тела) изменяется во времени. Характеристики частицы (тела) в фиксированный момент времени описывают его состояние. 

Пространство и время по своей природе одновременно и абсо​лютны, и относительны. Их абсолютность состоит в том, что они являются основными формами существования материальных объек​тов, а относительность пространства и времени означает зависимость их свойств от конкретных процессов движения и изменения матери​альных тел и полей.

В основе механики лежат наиболее примитивные представления о пространстве и времени, полученные в результате обобщения наблюдений медленных движений макроскопических тел. Считается, что движение материальных тел и процессы, протекающие в различных полях, не оказывают никакого влияния на свойства пространства и времени, т. е. абсолютность пространст​ва и времени в классической механике понимается в смысле их пол​ной независимости от движущейся материи.

Наиболее простой формой движения является механическое движение, т.е. перемещение со временем одних материальных тел относительно других. Механическое движение сопровождается изменением, как минимум, координат (положения) частиц. Но вместе с ними могут изменяться температура, плотность, напряжения, деформации и прочие локальные характеристики материальных тел.

Чтобы наблюдать и изучать движение тел, следует предварительно арифметизировать пространство и время и получить тем самым возможность выражать любые пространственные и временные соотношения с помощью чисел. Для этого требуется указать способ измерения расстояний между материальными телами, интервалов между различными моментами времени и выбрать какую-нибудь систему отсчета. Текущие координаты, скорость и ускорение движущейся частицы можно представить проекциями на оси любой системы криволинейных (как ортогональных, так и косоугольных) координат. Однако чаще всего используются система декартовых, цилиндрических или сферических координат.

Метод декартовых координат. Положение точки в пространстве можно определить тремя ее декартовыми координатами X,Y,Z. Движение точки считается заданным, если указанные координаты представлены как функции времени, т.е. X=x(t), Y=y(t), Z=z(t).

Метод цилиндрических координат. В цилиндрических координатах положение точки в пространстве определяется с помощью скалярных функций ((t),((t),z(t). Где ((t)-радиальная, ((t)-угловая, z(t)-осевая составляющие, соответственно.

Метод сферических координат. В сферических координатах закон движения точки определяется уравнениями: r=r(t), (=((t), (=((t). Где  r(t)-радиус , ((t)-широта , ((t)-долгота.

Движение материальных частиц является следствием различных внешних воздействий, которые приводят к изменению  пространственного положения тел в системе отсчета наблюдателя. Описывающие это движение уравнения позволяют определить состояние частиц в любой момент времени.

Для описания движения частиц среды, непрерывным образом заполняющими пространство, их нужно охарактеризовать, чтобы выделить любую частицу среди множества других ей подобных.

Совокупность параметров, позволяющих такое выделение для любой частицы, называют переменными Лагранжа. Так как в одной точке пространства не могут одновременно находиться две материальные частицы, в простейшем случае переменными Лагранжа могут быть начальные координаты частиц.


В отличие от переменных Лагранжа текущие координаты частиц принято называть переменными Эйлера.


Так как переменные Лагранжа и Эйлера определяют в разные моменты времени положение одной и той же частицы, при описании любых функций, характеризующих движение частиц, в качестве аргументов можно использовать любые из них.

 Переход к описанию движения в форме Лагранжа позволяет сформулировать достаточно простой принцип суперпозиции, в соответствии с которым уравнения совмещенного движения можно получить, заменяя переменные Лагранжа в наложенном (переносном) движении на переменные Эйлера вложенного (относительного) движения. 


Это позволяет перейти от графических к аналитическим методам кинематического и динамического анализа шарнирно – рычажных и других типов механизмов, выявлению общих закономерностей движения. Такой переход позволяет существенно снизить математические трудности решения различных задач, и повысить точность их решения за счет перехода к достоверным кинематическим граничным условиям. Как показывает опыт, переход к переменным Лагранжа позволяет отказаться от традиционных аксиом механики (статики или динамики) и рассматривать их как следствие инвариантности приращения энергии по отношению к выбору точки приведения обобщенных сил при движении абсолютно твердых тел.
4.1 Общие соотношения  для механизмов с фиксированными и изменяемыми расстояниями между осями шарниров.

Движение твердых тел или частиц, как и материальных точек, принято различать по характеру изменения скорости (равномерные и неравномерные) и ускорения (равноускоренные или равнозамедленные), так же разделяют движение твёрдых тел в зависимости от вида уравнений движения. Подразделяют на поступательные, вращательные и сложные.

Разнообразные варианты движения (недеформируемых твердых) тел могут  быть  представлены  в  виде  наложения или суперпозиции поступательного и вращательного, которые обычно называют простыми видами движения.

Определение сложного движения не является строгим. Например, можно сложным движением материальной точки или тела считать любое движение, если оно получено за счёт наложения относительного (относительно подвижной системы) и переносного (относительно условно неподвижной системы) движений. В результате любое движение точки или тела можно считать сложным, если тело движется относительно подвижных осей, а эти оси совершают одновременно переносное движение по отношению к неподвижным другим осям, то результирующее (абсолютное) движение называют сложным[П99].

Однако вводить дополнительную подвижную систему не обязательно. Сложное движение можно получить наложением двух простых движений, совершаемых одновременно или последовательно в одной и той же условно неподвижной системе координат. Только при таком условии можно использовать принцип суперпозиции движений в форме Лагранжа.

В таком случае в соответствии с этими определениями поступательное движение также может быть сложным, в том числе в результате наложения двух поступательных или вращательных движений. Движение частиц одного тела относительно другого всегда можно рассматривать как сложное, хотя оно может быть и простым – поступательным или вращательным. Поэтому, деление видов движения на простые и сложные можно считать условным.

Главное, что все виды движений можно описать одной системой уравнений.

Сразу стоит оговориться о терминах, поскольку при изучении общих законов реальных движений тел, которые почти всегда оказываются достаточно сложными, приходится уходить от многих несущественных для данного движения деталей и вместо реальных тел рассматривать движение некоторых абстрактных объектов. Такими объектами в классической ме​ханике являются: геометрическая точка, материальная точка, системы материальных точек, абсолютно твердое тело и сплошная среда - деформируемое (упругое) твер​дое тело, жидкость и т.д. Каждому из этих абстрактных понятий соответствует представление о некотором реально существующем материальном объекте, при рассмотрении движения которого можно пренебречь или его размерами (материальная точка), или его де​формацией (абсолютно твердое тело).

Геометрическая точка-это совокупность координат. Она не имеет объема, даже бесконечно малого. Пространственная геометрическая точка, например точка 
[image: image391.bmp], не меняет положения в используемой для их описания системе координат. Их перемещение возможно только вместе с этой системой координат в дополнительно введенной системе отсчета.   

Материальной точкой принято называть точку, обладающую свойствами инертности, т.е. она имеет конечную массу, но не имеющую объема, даже бесконечно малого. Можно ли какое-нибудь конкретное тело рассматривать в качестве материальной точки, это полностью зависит от характера движения данного тела, т. е. от того, как и в какой пространственной области происходит движение. Но у данного термина есть недостатки. Сколь бы ни было мало тело, его вращательное движение относительно оси, проходящей через тело, нельзя свести к враще​нию какой-нибудь одной материальной точки.

Системой материальных точек называют совокупность тел, ес​ли каждое из них можно рассматривать как материальную точку. В качестве примера такой совокупности тел можно назвать Солнеч​ную систему. 

Характерно, что, называя в приведенных выше примерах те или иные реальные тела материальными точками и изучая только механическое движение этих тел, мы совершенно не интересуемся их внутренней структурой. Отсюда следует, что под материальной точкой в классической механике фактически понимают бесструктур​ную точечную массу, наделенную определенной массой, энергией, импульсом, но лишенную внутренних структурных характеристик таких, как момент инер​ции, объем и т. д. Поэтому в дальнейшем вместо поня​тия «материальная точка» мы чаще всего будем использовать тер​мин  частица, поскольку она (частица) в отличие от точки имеет объем.

Принципиально важное значение в механике имеет понятие об абсолютно твердом теле как о такой системе материальных точек, расстояния между которыми в процессе движения сохраняются не​изменными, ибо с абсолютно твердыми телами в механике связывают так называемые системы отсчета, необходимые для описания меха​нического движения тел.

Проанализируем понятие движения. Для этого выберем единую систему отсчета наблюдателя с координатными осями OX и OY, вморозим в нее Лагранжеву систему координат. Пусть некое тело находится в выбранной системе координат. Чтобы идентифицировать все частицы данного тела, можно воспользоваться их начальными координатами. Введем шкалу времени.

 Так как по определению механического движения любая частица с Лагранжевыми координатами (Р с течением времени будем изменять своё положение, занимая текущие координаты Хi, Yi, процесс движения можно описать уравнениями в форме Лагранжа. В общем случае получаем систему трёх уравнений с тремя аргументами (Р и тремя функциями Хi : 
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-уравнение движения в форме Лагранжа. Однако эту систему можно решить относительно (Р и преобразовать к виду: 
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-уравнение движения в форме Эйлера.

Можно рассмотреть выводы систем уравнений движений с фиксированным и изменяющимся расстоянием между частицами твёрдого тела, а так же уравнения поступательного и вращательного движений.

Введем единую фиксированную систему отсчета наблюдателя с осями координат OX,Y. Пусть в данной системе координат твердое тело совершает произвольное движение. Возьмем любую частицу тела (назовем её P). Эту частицу можно принять за полюс, тогда произвольное движение тела можно представить как поступательное движение вместе с полюсом и поворот тела вокруг него. Выберем любую другую частицу, пусть будет частица M. 

Выразим Лагранжевы координаты частицы М.
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Запишем связь между переменными Эйлера, Лагранжа и параметром времени. В результате получим уравнения движения частицы М:

[image: image8.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

[

]

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

[

]

(

)

(

)

(

)

(

)

;

cos

sin

)

(

1

.

4

sin

cos

cos

sin

)

(

sin

)

(

sin

)

(

;

sin

cos

)

(

1

.

4

sin

sin

cos

cos

)

(

cos

)

(

cos

)

(

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

j

b

b

j

a

a

j

j

j

j

j

j

j

j

b

b

j

a

a

j

j

j

j

j

j

j

D

×

-

+

D

×

-

+

=

=

=

=

D

×

+

D

×

×

+

=

=

D

+

×

+

=

×

+

=

D

×

-

-

D

×

-

+

=

=

=

=

D

×

-

D

×

×

+

=

=

D

+

×

+

=

×

+

=

P

M

P

M

P

P

P

P

M

P

M

P

M

P

P

P

P

M

y

а

у

подстановк

произведём

L

y

L

y

L

y

y

x

а

у

подстановк

произведём

L

x

L

x

L

x

x

                        


[image: image9.wmf]0

j

j

j

-

=

D

; 

L0 – начальное расстояние между частицами Р и М,

ХР, YP; ХМ, YM – текущие координаты частицы полюса Р и  частицы М.
От t зависит ХР, YP, (  ( XР, YР, ((
Рассмотрим вывод уравнения движения с изменяющимся расстоянием между частицами Р и М:
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где L-текущее расстояние между частицами Р и М.

Рассмотрим частные случай общего уравнения движения.

1.Вращение вокруг неподвижного полюса.
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Запишем уравнение движения для частицы М
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где а – расстояние от точки начала координат до оси кривошипа (по оси X)
b - расстояние от точки начала координат до оси кривошипа (по оси Y)

2.Вращение вокруг точки начала отсчёта выглядит так: 
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3.Поступательное движение точки М можно представить так:
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Для вывода общих уравнений пространственного движения абсолютно твердых тел в форме Лагранжа рассмотрим зависимости между координатами двух произвольных, но фиксированных в Лагранжевом пространстве, точек, которые обозначим через Р и М, по аналогии с выводом  подобных уравнений при плоском движении тел.

Соотношения между начальными координатами рассматриваемых точек
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   где α, β, γ с соответствующими индексами - начальные координаты точек Р0  и М0, которые принято называть переменными Лагранжа; 

    углы φox, φoy, φoz – углы, образованные отрезком РоМо с осями координат.

С учетом понятия переменных Лагранжа, определенного выше, индексы «0» при указании обозначений точек необязательны, т. е. 
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 являются равнозначными обозначениями.

Для текущего состояния соответственно можно записать
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(4.4)

где    x, y, z – текущие координаты точек Р и М, которые принято называть переменными Эйлера;

     φx, φy, φz – текущие углы, образованные отрезком РМ с осями координат.

Переходим к приращениям углов 
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        (4.5)

При условии неизменности расстояния РМ между полюсом и рассматриваемой точкой (тело предполагается абсолютно твердым) с учетом системы (4.3) 
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(4.6)

Второе произведение 
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 находим из геометрических соотношений
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(4.7)

Это же соотношение можно получить из уравнения (4.6):

возводим обе части уравнения (4.6) в квадрат
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вычитаем обе части из квадрата длины
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(4.8)

С учетом известной зависимости между тригонометрическими функциями
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из уравнения (4.8) получаем зависимость (4.7).

В результате получаем
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(4.9)

По аналогии записываем для YM и ZМ

Рассматриваемая выше точка М по самому смыслу является произвольной, её обозначение введено лишь для большей четкости изложения пояснений. Однако при окончательной записи уравнений пространственного движения твердого тела индекс «М» целесообразнее не использовать. 

В качестве полюса, вообще говоря, тоже можно выбрать любую точку пространства переменных Лагранжа, связанного с рассматриваемым телом. 

Однако полюс должен быть единым для всего тела и поэтому индекс полюса несет информацию о конкретно выбранной точке (полюсе) в пространстве переменных Лагранжа в каждом конкретном случае.

     Заметим, что подкоренное выражение может быть представлено в ином виде через переменные Лагранжа (без использования расстояния между частицами Р и М:
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(4.10)

Первая форма является предпочтительной при анализе механизмов с изменяемым расстоянием между рассматриваемыми точками пространства переменных Лагранжа.   

Вторая форма (4.10) удобна при переходе от пространственного движения к плоскому. В этом случае координаты 
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  остаются одинаковыми и неизменными, т. е. второе слагаемое под корнем обращается в 0 и уравнение (4.10) преобразуется к виду
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Получили формулы для определения положения точки, при вращении её относительно подвижного полюса.
4.2 Граничные условия и кинематические связи
Таким образом, для однозначного описания движения абсолютно твёрдого тела в каждом конкретном случае необходимо определить 6 функций времени: 3 координаты полюса xiP  и 3 угла поворота тела относительно осей координат неподвижного пространства наблюдателя φx, φy, φz.

По существу в данных случаях используются только кинематические граничные условия, иначе называемые «кинематическими связями». Необходимые внешние воздействия сводятся к обеспечению этих «кинематических связей» (тело предполагается абсолютно жестким).

В классической механике принято различать статические и кинематические граничные условия. При использовании энергетического подхода их следует дополнить «энергетическими» граничными условиями, аналогичными тепловым потокам или температурным полям в задачах термоупругости или теплопроводности. 


Необходимые «кинематические связи» на границах исследуемой системы (механизма) могут быть обеспечены «силовыми» функциями (реакции связей) или энергетическими потоками. Так как перемещения и скорости предполагаются известными (как следствие наложенных кинематических связей), эти два способа описания граничных условий становятся эквивалентными, так как произведение «силовой» функции на скорость «точки её приведения»  и определяет подводимую мощность на соответствующем участке границы (см. энергетический анализ шарнирно – рычажных и других механизмов).


Разнообразие движений бесконечно. Вид функций, описывающих статические, кинематические или энергетические условия на границе рассматриваемой системы, зависит от конкретных особенностей рассматриваемой задачи. Это могут быть константы (например, при отсутствии перемещений в неподвижных опорах), функции координат , скоростей или ускорений (инерционные силы на границах от движения управляемых масс или технологические усилия, в частности при обработке давлением). В зависимости от характера функций на границах различают голономные, неголономные, квазиголономные и пр. системы. При развиваемом энергетическом подходе также можно использовать аналогичную классификацию. В дальнейшем будем использовать по возможности общепринятые определения. 

По существу все практические задачи сводятся к определению состояния исследуемой механической системы в любой момент некоторого интервала времени 
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. При этом под состоянием системы понимают совокупность всех как локальных (компоненты скорости, ускорения, кривизна траектории в текущий момент времени и пр. для каждой частицы тела), так и интегральных (кинетическая и потенциальная энергия тела, энергетические потоки на его границах и пр.) характеристик.


Для сокращения математических трудностей реальные тела сложной конфигурации обычно заменяют более простыми (геометрическое моделирование), которые и определяют геометрическую область отыскания функций состояния. В пространстве переменных Эйлера это область может изменяться во времени произвольным образом, однако в Лагранжевом пространстве  область остается неизменной на протяжении всего указанного интервала времени.



Общие закономерности поведения системы обычно формулируют в виде законов сохранения (например, энергии), вариационных принципов (например, принцип наименьшего принуждения Гаусса), обобщенных дифференциальных уравнений (дифференциальные уравнения равновесия, уравнения Лагранжа второго рода и пр.) и т. д.

На следующем этапе моделируют (упрощают и формализуют математическими записями) взаимодействие системы с окружающей средой путем идеализации этого взаимодействия на всей поверхности, ограничивающей рассматриваемую систему, на всем интервале времени (граничные условия задачи).


Поведение системы в значительной степени зависит от её внутренних свойств (упругость, пластичность, термическая устойчивость и пр.), которые формулируются в виде физических уравнений разрабатываемой математической модели. Эта группа уравнений, как правило, замыкает систему уравнений в классической механике сплошных сред.


Совокупность всех рассмотренных выше параметров в исходном состоянии при 
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 определяет начальные условия сформулированной математической задачи.


Задачи могут быть статическими (если инерционными силами можно пренебречь) или динамическими, стационарными (внешние воздействия и свойства материала не изменяются) или нестационарными (либо внешние воздействия, либо свойства изменяются). 

Граничные условия могут быть механическими и энергетическими. Из механических граничных условий принято выделять кинематические (на всей ограничивающей поверхности заданы перемещения или скорости), силовые (заданы сосредоточенные или распределенные силы, моменты, напряжения) и смешанные (при различных сочетаниях кинематических и силовых условий на различных участках поверхности). Под энергетическими (термическими) граничными условиями будем понимать энергетические (в том числе тепловые) потоки, температурные условия на всей поверхности тела или её части.

Очень часто точное аналитическое решение поставленной математической задачи не может быть найдено, тогда используют численные методы поиска приближенных решений. Из приближенных методов выделяют континуальные, когда ищут решение по всей области рассматриваемой системы, и дискретные, когда решение определяют только в некоторой сетке точек внутри тела.


Наиболее часто в практических приложениях используются граничные условия:

а) неподвижный полюс 
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Если неподвижный полюс совпадает с началом координат, тогда a = b = c = 0.
б) подвижный полюс, движение которого задано независимыми уравнениями (например, его движение определяют три независимых привода)
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в) подвижный полюс, при движении которого эйлеровы координаты связаны определенными зависимостями (например, при движении полюса по заданной поверхности)
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Как в классической механике при решении дифференциальных уравнений, так и при энергетическом подходе  (например, при анализе механизмов различного типа с заданными уравнениями движения его звеньев) возможны и более сложные варианты, когда ограничения накладываются не только на координаты полюса, но и на их производные по времени, в частности на компоненты скорости.


При решении обратных задач в качестве полюса можно принять особую точку рабочего органа, например схвата манипулятора, тогда ограничения могут быть наложены на скорости и ускорения, в частности при захвате заготовки и в окрестности точки её позиционирования для последующей обработки.

Кинематические связи – это математическая запись условий задачи (постоянное расстояние, фиксированное направление движения ползуна и прочее) для текущего и начального моментов времени, объединяющая три фактора (ХР, YP, (() через один (t).

Связи могут быть выражены уравнениями или неравен​ствами, связывающими координаты и их производные по времени. Связи называются кинематическими или дифференциальными, если они устанавливают связь между координатами и их производными по времени. Если уравнение дифференциальной связи может быть про​интегрировано, то оно сводится к зависимости только между координатами, такая связь называется геометри​ческой или голономной.
4.3 Энергетический анализ

Энергетический анализ предполагает определение составляющих энергии (кинетической, потенциальной, внешних сил и пр.) и скорости их изменения для каждого из элементов (звеньев) механизма (кривошипа, шатуна и пр.). При этом внешние воздействия предполагаются известными, например, из анализа технологических операций, в выполнении которых участвует рассматриваемый механизм (транспортные, обработка давлением и пр.). Если заданы массовые характеристика механизма (массы звеньев и координаты центров масс, «моменты масс второго порядка» и др.), установленные на предшествующем этапе кинематические соотношения позволяют определить скорости перемещения точек приведения внешних воздействий и скорости изменения потенциальной или кинематической энергии. Таким образом, энергетический анализ также не представляет трудностей, если не предусматривается оптимизация механизма по энергетическим критериям.

Энергетический анализ должен предшествовать силовому, так как в соответствии с энергетической моделью силы определяют степень изменения энергии в зависимости от изменения обобщенных координат. В соответствии с этим определением силы следует классифицировать по виду изменяемой энергии (потенциальные, инерционные, упругие и пр.) и принятой для её определения обобщенной координаты ( линейные или угловые координаты, изменение объема, квадрат скорости и пр.). 

Такая трактовка сил, хотя и широко применяется в классической механике, но не является преобладающей в инженерной практике.
Политехнический словарь дает такое определение силы: "Векторная величина, служащая мерой взаимодействия тел. Это взаимодействие может осуществляться как при непосредственном контакте тел (напр., давление и трение), так и между удаленными телами посредством создаваемых ими полей. Сила характеризуется её модулем, направлением в пространстве, точкой приложения и линией действия (прямой, вдоль которой направлена сила)". Однако в этом же словаре отмечено, что силы могут иметь различную природу.
В рассматриваемых механизмах происходит изменение всех видов энергии. Однако тепловой (за счет трения на контактных поверхностях) и упругой (за счет деформации звеньев) составляющими обычно пренебрегают. Во многих случаях можно пренебрегать изменением потенциальной энергии за счет гравитационного поля Земли. Тогда определяющими движение остаются энергия внешних (по отношению к рассматриваемой замкнутой системе) воздействий и кинетическая энергия подвижных масс. Изменение первой из них определяет внешние силы, второй - силы инерции.

Однако изменение даже этих двух видов энергии можно характеризовать различными «силами». В частности, если в качестве обобщенных координат принять инвариантные скалярные характеристики движения, такие как квадрат скорости центра масс и угловую скорость вращения тела, тогда «силами» следует считать скалярные характеристики - массу и момент инерции тела. Такой подход используется в механике машин при определении обобщенных масс и моментов инерции механизмов [Фролов].
Вместе с тем, в инженерных приложениях обычно используют традиционные понятия сил, характеризующим изменение энергии на линейных перемещениях произвольно выбранного полюса. Так как каждая точка, выбранная в качестве «полюса», в общем случае движения имеет различные компоненты скорости, силы, приведенные к различным полюсам, будут различны. Для полной характеристики изменения энергии требуется задавать полную комбинацию сил (две проекции вектора силы и момента) для каждого конкретного полюса.
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 где (x j,tt)Ci , ( i,tt – линейные и угловые ускорения i-го звена, JСi - моменты масс второго порядка.

Если известны комбинация сил для одного полюса и уравнения движения тела, тогда из условия инвариантности приращения энергии по отношению к выбору полюса можно найти соответствующую комбинацию сил для любого другого полюса.
Для расчета изменения кинетической энергии и энергии внешних сил в дальнейшем использованы общепринятые формулы
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- приращение кинетической энергии сложного движения
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Массовые характеристики звеньев и положения их центров масс предполагаются известными. Угловые скорости и компоненты линейных скоростей любых точек должны быть определены на предшествующем этапе кинематического анализа механизма.

4.4 Динамический анализ

Динамический анализ является заключительным и наиболее сложным этапом анализа механизмов и машин. Исходными данными являются результаты предшествующих этапов – кинематического и энергетического анализов. Первый из них не может вызвать особых трудностей в любых случаях, в том числе для пространственных механизмов, если заданы соответствующие ведущие звенья (по числу степеней свободы) и кинематические связи (граничные условия для кинематического анализа).

Наиболее сложной задачей динамического анализа является определение «обобщенных сил», приведенных к осям шарниров или особым точкам скользящих пар, например в кулисных механизмах.


В самом общем случае обобщенные силы могут быть определены как математические функции Qji, определяющие приращение dEj (скорость изменения Wj) энергии в рассматриваемом объеме сплошной среды [П99] 
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Анализ сводится к представлению энергетических потоков, связанных с движением и конструктивным назначением рассматриваемой части механизма, через приращения (скорости изменения) координат полюса, для которого определяют обобщенные силы. 


Рассмотрим особенности расчета различных видов обобщенных сил с учетом терминологии, принятой в работе [П99].


1) Ползун (совершает поступательное движение по заданному «направляющими» направлению). Предположим, что ползун является последним из приводных звеньев механизма и передает мощность некоторому рабочему органу (резцу строгального станка, верхней плите штампа для обработки давлением, толкателю методической печи и пр.). Также предположим, что особенности технологической операции позволяют определить с необходимой точностью циклограмму изменения мощности и преобразовать её к «обобщенным силам», приведенным к некоторому полюсу Т «технологических сил» Тх, Ту, МТ.

По сравнению с методикой, описанной в [П99] (разд. 3 и прил. 3), будем рассматривать не приращения энергии, а мощности внешних сил, потенциальной и кинетической энергии, т. е. скорости изменения последних во времени. Для наиболее общего случая к действующим внешним обобщенным «сосредоточенным силам» добавим «сосредоточенный момент». Таким образом, при движении ползуна (не обязательно в горизонтальной плоскости, в связи с чем возможно изменение потенциальной энергии) мощности внешних сил We, потенциальной Wp и кинетической энергии Wk составят
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Но при поступательном движении ползуна угловая скорость его вращения равна 0, поэтому последние слагаемые в обоих уравнениях обращаются в ноль, даже если (М)Т 
[image: image60.wmf]¹

 0, например, когда центр давления штампа не совпадает с осью хвостовика для его крепления на ползуне пресса. Величина (М)С  должна обращаться в 0 в связи с отсутствием угловых ускорений при движении ползуна.













(Рис. 1 с произвольным направлением движения ползуна)

Так как ось шарнира D крепления ползуна с шатуном также перемещается поступательно, обобщенные силы, приведенные к оси шарнира, сводятся к вектору «сосредоточенной силы» с проекциями
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(4.12)

Так как компоненты скорости точек приведения всех сил одинаковы, для обобщенных сил, приведенных к оси D, приравнивая левые и правые части равенства
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или
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получим (положительные силы направлены вверх)
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Если воспользоваться уравнениями «статики», можно определить «сосредоточенный момент» в шарнире D. Его величина приведена в прил. 3 [П99] (без учета «веса» ползуна). Но этот момент, используя принятую терминологию, следует отнести к пассивным, так как из-за отсутствия угловых перемещений он «не производит мощности». Выражаясь точнее, можно утверждать, что «обобщенная сила на угловых перемещениях ползуна» не может быть определена однозначно в связи с равенством 0 второго её множителя в уравнении энергетического баланса. Вместе с тем, этот момент существенно изменяет механизм передачи энергии, и его величина оказывает влияние на деформированное состояние ползуна и направляющих. Если анализ механизма предусматривает определение деформаций его элементов, расчет момента  МD становится необходимым. При недостаточной прочности (жесткости) ползуна и направляющих будут нарушены кинематические связи, механизм перестанет выполнять функции, для которых он предназначен.


В П99 возникающие за счет МD силы названы «потенциальными», так как они могут произвести мощность при появлении смещений, ранее запрещенных кинематическими связями.


2) Шатун (совершает вращательное движение вокруг подвижного полюса – оси шарнира D). 













(Рис. 2 с произвольным положением полюсов)

Если известны внешние воздействия, приведенные, например, к полюсу Т и оси второго шарнира Р, а также кинематические характеристики движения шатуна, тогда анализ сводится в определению обобщенных сил (М)D и (Q)D, приведенных к оси шарнира D. При этом, как показано в работе П99, можно использовать общепринятые уравнения статики: трех уравнений статики достаточно для определения момента (М)D и компонент силы (Qx)D и (Qy)D . Каждая из искомых величин равна алгебраической сумме моментов или соответствующих проекций сил, действующих на шатун, рассматриваемый как изолированная система (как и в предыдущем варианте, через С обозначен центр массы шатуна):
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Если шарнир D являются «свободным», т.е. не может передавать момент, тогда MD  следует преобразовать к паре сил, причем пассивная составляющая, чтобы не изменять энергетический поток, приведенный к оси шарнира Р, может быть направлена только ортогонально направлению скорости оси шарнира Р. Следовательно, «реактивная» составляющая должна быть также ортогональна направлению скорости оси шарнира Р, а её величина (модуль) определяется уравнением
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где 
[image: image74.wmf]d

 - расстояние от полюса D до направления пассивной составляющей пары сил, приведенной к шарниру Р.


Последующий расчет компонент реактивной силы Rx и Ry не может привести к каким-либо трудностям.

         3) Коромысло (совершает вращательное движение вокруг неподвижной оси О(a, b) с указанными в скобках координатами).















(Рис. 3 с произвольным положением полюсов)

По определению коромысло не является ведущим звеном, т. е. не имеет собственного привода в опоре О. Как и в предыдущем случае, будем предполагать, что коромысло с центром масс С(xC, yC) передает некоторому промежуточному звену или рабочему органу мощность We , которая представлена через обобщенные силы, приведенные к полюсу T:
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Смещение центра массы коромысла приводит к изменению потенциальной и кинетической энергии 
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Как и в предыдущем случае, обозначим через D точку приведения обобщенных сил, определяющих подводимую от источника энергии мощность,
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Здесь предполагается, что точка D не обязательно является осью «свободного» шарнира и, в общем случае, может передавать «сосредоточенный» момент MD («силовой» шарнир или кулисная скользящая пара).

Из равенства левой и правой частей энергетического равенства
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находим
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В рассматриваемом случае компоненты скорости точек приведения неодинаковы и зависимость между ними определяется кинематическими соотношениями, вытекающими из вращательного движения (см. П99)
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Аналогичные соотношения справедливы и для других рассматриваемых точек коромысла (или связанного с ним пространства переменных Лагранжа).

Переходя от компонент скорости в точках T и C к компонентам скорости в точке D, получим
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Переходя от компонент скорости к координатам точек и угловой скорости коромысла, правую часть этого уравнения можно преобразовать к виду
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Приравнивая коэффициенты при одноименных компонентах скорости точки D в левой и правой частях уравнения, получим 
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Правильность этих результатов можно проверить, переходя от компонент скорости к координатам точек и угловой скорости коромысла, тогда и левая часть уравнения (4.25) преобразуется к приведенному выше виду
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Если шарнир D является «свободным, т. е. не может передавать «сосредоточенный момент» MD , он должен быть преобразован к паре сосредоточенных сил. При этом, чтобы не нарушить энергетический баланс, пассивную силу удобно приложить в неподвижном шарнире О, а «реактивную» силу RD направить ортогонально прямой (радиусу) OD. Компоненты реактивной силы в шарнире D составят
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Правильность этого результата также можно проверить по величине передаваемой «реактивной силой» мощности
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Таким образом, с учетом реактивной составляющей, компоненты силы, определяющей передаваемую через полюс D мощность, принимают значения
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(4.31)

а проекция этой силы на направление скорости полюса, т. е. на нормаль к радиусу |r| , будет равна
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В последних двух уравнениях использовано обозначение «полной» силы Р, так как результат учитывает реактивную составляющую пары сил (4.29). Однако в этом шарнире может возникать и пассивная сила, ортогональная скорости полюса D, в связи с чем использование этого термина следует считать недостаточно обоснованным. 

По этой же причине искать «модуль вектора», определяемого компонентами (4.31), не представляется целесообразным не только в связи с громоздкостью необходимых преобразований, но и неопределенностью ожидаемого результата. Действительно, так как в полюсе D может «действовать» пассивная сила, направленная вдоль радиуса ОD, направление вектора 
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 не обязательно будет ортогонально радиусу (это следует из соотношения компонент) и, следовательно, совпадать с направлением вектора скорости полюса.

Так как только проекция силы (Рv)D определяет передаваемую через полюс мощность, её можно называть активной составляющей и обозначать (Qv)D , как это принято ниже.

Значение, совпадающее с правой частью уравнения (4.32), следует также из представления передаваемой мощности в виде скалярного произведения сосредоточенной силы, приведенной к точке D , и её скорости 
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где (Qv)D  - проекция вектора (сосредоточенной) силы на направление скорости оси шарнира D с модулем |v|. Переходя в обеих частях равенства к угловым скоростям и координатам точек по типу
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из уравнения (4.33) получаем
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Совпадение результатов (4.32) и (4.34) очевидно, так как они следуют из одного и того же энергетического уравнения и отличаются лишь различными способами представления левой и правой их части: через линейную скорость полюса D и угловую скорость вращения коромысла или только через последнюю.

Как уже отмечено выше, силу 
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 не следует называть «модулем вектора силы» в шарнире D, так как наряду с активной, в нем может возникать и пассивная сила, ортогональная вектору скорости полюса, так что направление вектора «полной» силы может не совпадать с направлением вектора скорости. 

Кроме того, необходимо иметь ввиду, что в полюсе D может возникать и дополнительная «пассивная» сила 
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, величина которой может быть определена только после анализа сил, действующих на смежное с коромыслом звено со стороны условного источника энергии (по аналогии с пассивной силой в шарнире ползуна, составляющей моментную пару сил с реактивной силой на другой оси шатуна).


Как будет показано ниже, результаты (4.32) совпадают с получаемыми по обычным уравнениям статики, в частности, из условия равенства 0 момента всех сил, «приложенных» к рассматриваемому звену, относительно оси вращения О, или суммы проекций всех сил на оси координат, если известны «пассивные» силы, приведенные к опоре О.


Таким образом, расчет обобщенных сил, приведенных к подвижным полюсам, может быть выполнен двумя способами, причем в обоих случаях их мощность и, следовательно, проекции сил на направление скорости полюса будут совпадать. 

Вместе с тем, для определения компонент обобщенных сил по осям координат наблюдателя и «модуля вектора» обобщенных сил применим только первый способ, так как во втором случае требуется дополнительно определить «пассивную» составляющую силы, приведенной к шарниру D. 


Наиболее сложной задачей динамического анализа является определение пассивных сил. 

С энергетической точки зрения при использовании модели абсолютно твердых тел величина «пассивных сил» не может быть определена однозначно. Они не производят мощности, могут быть ортогональны скорости движения полюса, могут действовать в любом направлении для «неподвижных» полюсов (например, неподвижных шарниров). 


Неопределенность пассивных сил позволяет рекомендовать несколько способов их определения, включая наиболее простой – из общепринятых «условий статики» по ранее определенным активным и реактивным силам. При этом следует «уравновешивать» силы, характеризующие подвод мощности от внешних источников и её потребление, включая съем мощности в пределах рассматриваемого звена для последующих присоединенных потребителей энергии, в частности на выполнение технологических операций через полюс D. Для рассматриваемого коромысла следует записать
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(4.35)

После подстановки полученных выше зависимостей и преобразований для пассивных сил в шарнире О  находим
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Если активная составляющая обобщенной силы в шарнире D найдена по уравнениям (4.33) или (4.34), тогда для определения пассивной силы в шарнире О «из условий статики» необходимо дополнительно знать «радиальную» составляющую 
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, трудности определения которой не позволяют рекомендовать этот  метод анализ пассивных сил, приведенных к неподвижным точкам коромысла или других звеньев механизма.

Второй возможный способ можно условно рассматривать как модификацию метода «возможных перемещений»: Сначала определяем все, действующие на рассматриваемую замкнутую систему, активные и реактивные силы. Затем считаем ранее подвижный полюс, через который подводится мощность от внешних источников, условно неподвижным, а неподвижный, напротив, подвижным. Затем находим возможное направление и величину «пассивных» сил. 


Применительно к рассматриваемому случаю, условно принимаем шарнир D неподвижным, тогда соотношение между компонентами скорости точек T, C и O  рассматриваемого звена при прежней угловой скорости 
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 будут определяться уравнениями
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Используя описанную выше методику для проекций сил, приведенных к шарниру О, находим 
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В последних двух уравнениях вместо момента MD, приведенного к точке D, использован момент MO , который, по сравнению с MO, имеет обратный знак, т. е. MD = - MO. 


Если коромысло является одновременно и направляющей кулисной пары, тогда момент MD должен быть преобразован к «паре сил», как это рассмотрено выше для ползуна (см. пособие для кулисных механизмов). При  этом следует учитывать конструктивные особенности кулисы (наличие роликов и пр.).


При анализе кулисных механизмов наибольшие трудности связаны с преобразованием обобщенных сил на скользящих парах. Более подробно методика рассмотрена в специальном пособии. Вместе с тем можно отметить, что переход от обобщенных сил, приведенных к какой-либо точке одного из звеньев скользящей пары, к обобщенным силам, приведенным к точке с теми же текущими координатами другого звена этой пары, не является обязательным. Достаточно представить передаваемую парой мощность через угловую скорость звеньев пары и координаты наиболее удобных для расчета точек. Однако в этом случае обобщенные силы будут приведены лишь к «сосредоточенному» моменту.

Дополнительно следует отметить возможную неопределенность пассивных сил в связи с возможностью неоднозначного преобразования «моментных» частей мощности через пару «реактивной» и «пассивной» составляющей пары. В частности, для коромысла, передающего движение от одного шатуна (через шарнир D) к другому (через шарнир Т), возможно в произвольных пропорциях распределение мощности через пары сил «шарнир D - шарнир Т» (по аналогии с соединением шатун - ползун) и  «шарнир D - шарнир O» (как рассмотрено выше).

Основное назначение пассивных сил – обеспечение наложенных кинематических связей и, следовательно, распределение потоков мощности через соединения звеньев механизм. Если по прочностным или иным конструктивным особенностям (упругость и пр.) это условие не будет выполнено, часть мощности из рассматриваемой «замкнутой» системы будет уходить по другим каналам с нарушением энергетического баланса системы с отклонением фактической работы механизма от планируемой. При этом возможны как простое заклинивание механизма из-за недостатка мощности, например в окрестности точек возврата, так и разрушение соединительных элементов механизм, например оси шарнира.

Таким образом, расчет «пассивных сил» не менее важен, чем активных и реактивных. Единственным и наиболее полным по объему получаемой информации методом динамического анализа является метод сопоставления коэффициентов в энергетическом тождестве, преобразованном к приращениям (скоростям) обобщенных координат принятого полюса для всех потребителей и источников энергии.

Более простой метод расчета активных сил через проекции активных сил на скорости перемещения соответствующих осей шарниров не может обеспечить расчета всех составляющих «пассивных» сил.
5. Кинематический и динамический анализ кулисного механизма с подвижной осью направляющей кулисной пары
Кулисными называют шарнирно - рычажные механизмы с низшими кинематическими парами, в состав которых входит подвижное (вращающееся, качающееся или поступательно движущееся) звено (кулиса), образующее с другим подвижным звеном (камнем) поступательную скользящую пару.

Кулисные механизмы нашли широкое применение в приводах станков, приборах, парораспределителях паровых машин и пр. [1]. Из множества различных вариантов ниже рассмотрены две кинематические схемы кулисных механизмов, приведенные на рис. 1 и рис. 3. В каждой из них кулисная пара состоит из шатуна 2 (совершает плоско–параллельное движение) и коромысла 3 (совершает колебательное движение), но с различными их относительными размерами и, соответственно, массами, что оказывает существенное влияние на динамические характеристики механизма.

В качестве исходных данных предполагаются известными: 

· расстояния между неподвижными опорами (a, b) и осями шарниров Li, 

· координаты центров масс (xi)Ci, (yi)Ci , 

· массы mi и моменты масс второго порядка относительно центральных осей (осевые моменты инерции) JCi, 

· начальные значения угла наклона (прямой ОА) 
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При численных расчетах и заданном значении угла поворота кривошипа 
[image: image130.wmf]const

=

D

j

 на каждом этапе последовательно следует определить:
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текущие значения угловой скорости


[image: image132.wmf]i

i

tt

i

t

i

t

t

)

(

)

(

)

(

)

(

1

D

+

=

+

j

j

j
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и угла наклона кривошипа 
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В приведенных ниже уравнениях, использованы обозначения
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т. е. нижний индекс “t” соответствует дифференцированию по времени функций, заданных в переменных Лагранжа.

Приведенная ниже методика позволяет проводить анализ в аналитической форме, все уравнения представлены в явном виде. Для численных расчетов на ЭВМ можно рекомендовать применение электронных таблиц, например Excel, с развитой системой графического представления результатов.
Начало координат системы отсчета наблюдателя (рис. 1) совмещено с осью вращения кривошипа, уравнения движения для которого имеют вид 





 EMBED Equation.2  
; 


,

(5.2)

где 

 - угол поворота кривошипа за рассматриваемый интервал времени, 

 - угол наклона принадлежащей кривошипу прямой ОА по отношению к оси “х”, 
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, когда 
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Компоненты скорости и ускорения частиц кривошипа зависят от угловой скорости 

 и углового ускорения 

 в соответствии с уравнениями, записанными через переменные Лагранжа
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;







 EMBED Equation.2  
; 
(5.2a)





 EMBED Equation.2  
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или переменные Эйлера
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. 
(5.2b)

Частицы шатуна 2 совершают вращательное движение относительно подвижной оси A [2]



;




,


(5.3)

где 

 и 

 - соответственно углы наклона шатуна 2 и коромысла 3 в текущий и начальный моменты времени, 
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Последовательным дифференцированием по времени из уравнений (5.3) для скоростей и ускорений получаем
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 ;



.



(5.5)

Коромысло КD совершает колебательное движение вокруг неподвижной опоры с координатами (a, b), движение её частиц описывают уравнения в форме Лагранжа





 EMBED Equation.2  
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(5.6)

Для краткости уравнения для скоростей и ускорений приведены только через переменные Эйлера



;


;







;


.

(5.7)


                                                             Рис. 1.

Для рассматриваемого механизма принадлежащая коромыслу прямая KD, уравнение которой в общем случае имеет вид



,





(5.8)

должна проходить через точки с координатами А(

), D(a, b) и, следовательно, удовлетворять системе уравнений



;



,



(5.9)

откуда для неизвестных m и k находим



;


.

(5.10)

Расстояние между осями шарниров А и D зависит от угла поворота кривошипа 



.



(5.11)

Наклон прямой АD определяет первая производная 
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При выполнении кинематического, а в дальнейшем и динамического, анализа необходимо учитывать возможность выбора одного из двух углов 

 или 

, входящих в уравнения движения (5.3) и производную (5.12), 
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, определяющей не только угловую, но также линейные скорости и ускорения частиц шатуна и коромысла, находим
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или
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(5.13b)

Учитывая 
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 EMBED Equation.3  [image: image148.wmf]const
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, для второй производной можно записать
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Уравнения (5.1) – (5.13) полностью определяют координаты, скорости и ускорения любых частиц или геометрических точек пространств, например центров масс, связанных с каждым из звеньев механизма. Они позволяют также определить положение мгновенных центров скоростей или ускорений, кривизну траекторий, шатунные кривые и другие кинематические характеристики, связанные с движением рассматриваемого механизма.

Задачей динамического анализа является определение общих энергетических затрат, моментов и усилий на приводном валу, составляющих кинетической энергии, связанных с поступательным и вращательным движением каждого из звеньев, а также обобщённых сил, приведенных к центрам масс звеньев и осям шарниров. По общей методике могут быть определены также обобщённые силы, приведенные к перемещениям любых геометрических точек или частиц звеньев.

Основу динамического анализа составляет обобщенный закон движения [2], в соответствии с которым суммарные изменения всех видов энергии в любой замкнутой системе должны обращаться в 0. При анализе механизмов деформацией звеньев можно пренебречь, т. е. следует учитывать изменение их кинетической 

 и потенциальной 
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 энергии, а также энергии внешних воздействий 
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При заданных внешних воздействиях условие (1.14) позволяет определить уравнения движения частиц деформируемого или абсолютно твердого тела [2]. В механизмах, напротив, уравнения движения заданы и обобщенный закон движения (5.14) является основой для расчета обобщенных сил с учетом изменений кинетической энергии и внешних воздействий.

При выборе замкнутой системы следует все энергетически значимые внешние воздействия заменить эквивалентными обобщенными силами, которые совпадают с множителями приращений обобщенных координат в соответствии с общим определением [2-4]



.





(5.15)

При плоском движении звеньев шарнирно - рычажного механизма (без учета возможной деформации звеньев) в качестве обобщенных координат удобно принять линейные перемещения полюса P и поворот тела. Тогда для приращения энергии dEi вместо уравнения (1.15) можно записать
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где 
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С учетом предложенной в работе [2] классификации будем называть силы 
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Условие 
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выполняется, если силы 
[image: image158.wmf]P
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 ортогональны скорости полюса Р, либо перемещения его отсутствуют. Пассивные силы играют существенную роль в шарнирно – рычажных механизмах, особенно в составе пар с силами «реактивными», которые можно назвать “моментообразующими”. Они производят мощность на угловых перемещениях тела и энергетически заменяют моменты Mi, т. е. обеспечивают передачу энергии, определяемую третьим слагаемым уравнения (5.16).

Общие энергетические затраты на совершение технологических операций, для которых предназначен механизм (обработка металлов давлением, механическая обработка, транспортные операции и пр.), должны быть определены предварительно. 


Рис. 2.

При выполнении динамического анализа будем предполагать, что внешние технологические нагрузки известны, приведены к точке К коромысла КD (см. рис. 2)
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и в общем случае величины 

, 

, 

 отличны от 0.

Так как кинематический анализ позволяет определить координаты, скорости и ускорения любых точек или частиц механизма, включая центры масс Ci, расчет кинетической и потенциальной энергии
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а также их мощности
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для любого звена, рассматриваемого как абсолютно твердое тело, не представляет трудностей. 

Обобщенные инерционные силы 
[image: image164.wmf]Ci

x

F

)

(

, 
[image: image165.wmf]Ci

y

F

)

(

, 
[image: image166.wmf]Ci

M

)

(

, приведенные к центрам масс Ci каждого из звеньев, определяются через их массы 

, моменты масс второго порядка 
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При повороте кривошипа на бесконечно малый угол 

 в соответствии с уравнениями (5.14)-(5.15) на изменение кинетической энергии коромысла и выполнение технологической операции требуются затраты энергии
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при обобщенных инерционных силах для звена 3
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Переходя к новой замкнутой системе без коромысла KD, необходимо заменить отбрасываемые части энергетически эквивалентными обобщенными силами. Точку их приведения предпочтительно совместить с частицей, движение которой описывается одинаковыми уравнениями как для отбрасываемого, так и для остающегося в системе звена. Такой частицы при переходе от коромысла 3 к шатуну 2 нет. В геометрической точке пространства наблюдателя, совпадающей с осью шарнира А, в каждый момент времени будет находиться новая частица коромысла. Тем не менее, в качестве полюса можно выбрать точку P(xA, yA) пространства коромысла, которая в рассматриваемый момент имеет такие же координаты, как и ось шарнира А.

При таком выборе изменение энергии внешних (по отношению к остающейся замкнутой системе) воздействий в соответствии с уравнением (5.15) следует представить в виде
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Уравнения движения (5.6) позволяют перейти от смещений точек К и С3 к смещениям точки P. Для этого удобно воспользоваться соотношениями для скоростей соответствующих точек
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Отсюда следует
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Аналогичным образом можно записать
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При записи уравнений (5.25) – (5.26) учтено равенство координат полюса Р и оси шарнира А.

Преобразуя правую часть уравнения (5.23) с учетом полученных соотношений к приращениям перемещений точки Р, получим 
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(1.27)

Приравнивая коэффициенты при приращениях одноименных обобщенных координат, т. е. при d(xP), d(yP) и 

, для обобщенных сил, приведенных к точке Р пространства переменных Лагранжа коромысла, получаем
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Сечение коромысла, которое в рассматриваемый момент времени содержит точку P пространства наблюдателя, не содержит шарнира и может передавать сосредоточенный момент 
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. Его значение должно быть учтено при расчете коромысла на прочность. Пассивные силы, приведенные к оси неподвижного шарнира, не производят мощности и не влияют на выполнение энергетического баланса, т. е. при различных их значениях правая часть уравнений (5.23) и (5.27) не изменяется. 

Значения действующих на коромысло пассивных сил [2] можно определить из общепринятых уравнений статики или, точнее говоря, с учетом инерционных сил, принципа Даламбера [3-4]. Действующие на коромысло силы показаны на рис. 2. Условие равенства нулю суммы моментов всех сил относительно неподвижной опоры 
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с учетом уравнений (5.28), выполняется при любых значениях пассивных сил. Следовательно, для их определения достаточно рассмотреть сумму проекций всех сил на оси координат «х» и «у». С учетом принципа равенства действия и противодействия при составлении уравнений статики обобщенные силы 
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из условия равенства нулю суммы проекций всех сил на ось «х»
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из условия равенства нулю суммы проекций всех сил на ось «y»
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При переходе от точки Р пространства коромысла к оси шарнира А пространства шатуна следует учитывать различие в их скоростях. В соответствии с общим уравнением
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где приращения перемещений оси А должны быть определены по соотношениям (5.2), обобщенные силы принимают значения
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Величина момента не изменяется, так как угловые перемещения коромысла и шатуна в рассматриваемом механизме должны быть одинаковы.

В новой замкнутой системе без шатуна и коромысла обобщенные силы 
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(5.33)

Обобщённые инерционные силы, приведенные к центру массы звена 2, составляют
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;
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(5.34)

Предполагая, что центр масс С2 не совпадает с осью вращения, а другие внешние воздействия на звено 2 отсутствуют, затраты энергии на движение шатуна определяет приращение кинетической энергии 
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(5.35)

В отличие от коромысла, частицы направляющей 2 перемещаются в соответствии с уравнениями (5.4) и после перехода от смещений центра масс С2 к смещениям точки А, с учетом
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(5.35а)

получаем



. (5.35b)

Таким образом, обобщенные силы 
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, приведенные к точке А звена 2 (в пространстве переменных Лагранжа звена 2), отличаются от обобщенных сил (5.32), приведенных к той же точке без учета движения шатуна, на величины, определяемые коэффициентами правой части уравнения (5.35b), и составляют
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 EMBED Equation.2  [image: image202.wmf])
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Конструктивно момент может быть реализован либо за счет специального привода («силовой шарнир» от индивидуального привода через шпоночное соединение на валу), либо за счет пары сил (обычный шарнир), препятствующих повороту направляющей вокруг оси А и стремящихся разрушить расположенный внутри направляющей стержень звена 3. Если разрушения не происходит, момент «уравновешивается» парой, составленной из реактивной силы, приложенной к шарниру А, и пассивной силы, приложенной к неподвижной опоре D. При этом должны выполняться наложенные кинематические ограничения и условие энергетической эквивалентности, т. е. равенство приращений энергии за счет момента 
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(5.37)

Так как скорость точки А известна, уравнение (1.37) позволяет определить ортогональную радиусу ОА составляющую силы
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(5.38a)

Составляющая силы в направлении радиуса 
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(5.38b)

удовлетворяет условию (5.37).

При замене момента 
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 к неподвижному шарниру должна быть приложена пассивная сила 
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При такой замене в силовую схему механизма следует внести изменения: в точке приведения А вместо момента 
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, а к опоре D добавляются новые составляющие пассивной силы, в результате вместо (5.30) будем иметь
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Общепринятые условия статики после такой замены выполняются и значения 
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 корректировки не требуют. Величина 
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 может быть определена только с учетом деформации коромысла. Если коромысло рассматривается как абсолютно твердое тело, тогда, пренебрегая трением, можно принять 
[image: image219.wmf]n

A

R

 = 0.

При переходе от обобщенных сил, приведенных к оси А направляющей (звена 2), к обобщенным силам, приведенным к оси кривошипа (звено 1), можно рассматривать как момент 
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. При этом следует иметь в виду, что линейные перемещения для кривошипа и шатуна на оси А совпадают, а угловые – различны. Выше при переходе от точки Р коромысла к точке А шатуна, напротив, изменялись не угловые скорости, а линейные. «Обобщенные моменты» на шатуне 
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а «сосредоточенные силы» остаются прежними. В дальнейших преобразованиях вместо момента 
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Обобщенные силы (5.36) и (5.38а), приведенные к оси шарнира А в плоскости кривошипа, и инерционные силы, приведенные к центру масс,
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из условия энергетического эквивалента, записанного для оси О
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позволяют найти момент 
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 на приводному валу. Для этого достаточно перейти от линейных перемещений точек А и С1 к угловой скорости вращения кривошипа 
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 с помощью соотношений (5.2). В результате получаем
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В опоре О будут возникать также пассивные силы, определяемые из общепринятых уравнений статики (с учетом сил инерции)
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Пассивные силы в опорах, обеспечивающих выполнение наложенных кинематических связей, следует рассматривать как потенциальные: они могут привести к возникновению новых энергетических потоков, если эти связи будут нарушены. Их значения должны быть учтены при расчете осей, валов и других элементов опорных узлов на прочность.

Определение обобщенных сил на промежуточных точках приведения не является обязательным и для любого механизма, при заданных внешних технологических нагрузках, можно перейти непосредственно к интересующей замкнутой системе, заменяя действие отбрасываемых элементов энергетически эквивалентными системами обобщенных сил.

Например, для определения обобщенных сил, приведенных к оси шарнира А, соединяющего кривошип и шатун, можно сразу рассмотреть замкнутую систему из вала О и кривошипа (с шарниром А), заменив действие всех других элементов соответствующими приращениями энергии
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(5.46)

С помощью уравнений (5.2) – (5.7) правую часть преобразуем к виду


[image: image235.wmf]+

+

-

-

+

-

+

+

-

+

-

=

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[(

3

3

3

3

3

3

y

d

M

a

x

g

m

F

y

b

F

M

a

x

T

y

b

T

dE

C

C

C

y

C

C

x

K

K

K

y

K

K

x

kr



[image: image236.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)]

(

)

(

)

(

)

(

)

(

2

2

2

2

2

2

2

2

2

A

C

y

A

C

x

A

C

C

y

A

C

C

x

C

y

d

g

m

F

x

d

F

d

x

x

g

m

F

y

y

F

M

-

+

+

-

-

+

-

-

+

y

.
(5.47)

Так как шарнир А не может передавать момент, систему обобщенных сил можно представить в виде одной активной “сосредоточенной” силы  
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Из равенства правых частей уравнений (5.47) и (5.48) находим
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Проектируя обобщенные силы (5.36) на направление скорости оси А с учетом реактивной силы (5.38а), получим совпадающий с (5.49) результат.

Таким образом, расчет активных составляющих обобщенных сил при известных уравнениях движения достаточно прост. Величины 
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 являются минимально возможными значениями “обобщённых сосредоточенных сил”, обеспечивающих необходимое изменение энергии для движения звеньев и выполнения предусмотренных технологических операций.

Рассмотренная выше методика предусматривала возможность представления приращения энергии через приращения линейных и угловых перемещений даже тогда, когда звено с точкой приведения имело лишь одну степень свободы. Сопоставление результатов с вариантом расчета, когда число изменяемых координат совпадает с числом степеней свободы (см. уравнения 5.46 - 5.49), показывает, что энергетическое равенство выполняется в обоих случаях. В первом варианте «пассивные» составляющие сил не производят мощности, однако влияют на величину сил в радиальном направлении для вращающихся элементов и в неподвижных опорах. Эти силы можно рассматривать как первое приближение при расчете деформаций звеньев и опорных узлов механизма. Второй вариант не рассматривает «пассивные» силы и для учета деформации необходимы дополнительные предположения. Первый вариант расчета можно считать более общим, так как позволяет учесть силы на возможных перемещениях, например за счет деформации звеньев.

6. Кинематический и динамический анализ кулисного механизма с неподвижной осью направляющей кулисной пары

Для кинематической схемы механизма с неподвижной осью вращения направляющей (рис. 3) движение кривошипа 1, как и для схемы на рис. 1, описывают уравнения которые (при прежних обозначениях) совпадают с уравнениями (5.1*) и (5.2*).
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 EMBED Equation.2  
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Уравнения (1.3) - (1.5) составного движения абсолютно твердого тела с вращением относительно подвижной точки А 
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(6.5)

соответствуют в рассматриваемом случае движению стержня 2 (шатуна) с прямой АК. 

Коромысло 3 по определению совершает колебательное движение вокруг неподвижной оси с координатами (a, b),





 EMBED Equation.2  
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Рис. 3.

Уравнения кинематических связей
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(6.8)

позволяют определить угол наклона коромысла и линии АК
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а также текущее расстояние между осями шарниров А и D
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Дифференцируя уравнение (2.9), для производных получаем
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Положение мгновенных центров скоростей (МЦС) шатуна 2 можно определить из уравнений (6.4), приравнивая их правые части нулю, т. е. из системы уравнений
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откуда получаем параметрическую форму описания центроиды
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где, с учетом уравнений (6.10) и (6.11),
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(66.15)

Аналогичным образом, приравнивая нулю правые части уравнений (6.5), можно найти мгновенные центры ускорений (МЦУ).

Так как скорости и ускорения любой частицы известны, кривизну её траектории удобно определить с помощью уравнения [2]
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(6.16)
где |v| - модуль вектора скорости частицы
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(6.16а)
Приведенные выше уравнения позволяют найти любые кинематические характеристики, связанные с движением частиц механизма, а также их кинетическую или изменение потенциальной энергии. Обобщенные инерционные силы (6.22), приведенные к центрам масс, составляют:



;
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Обобщенные внешние силы предполагаются известными, например приведенными к точке К, в соответствии с коэффициентами разложения 
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(6.20)

Изменение кинетической энергии коромысла может быть представлено через приращения обобщенных координат центра масс
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(6.21)

или через угловые перемещения коромысла



.




(6.22)

Действительно, коромысло имеет только одну степень свободы (угол поворота относительно неподвижной оси), линейные смещения с помощью уравнений (6.7) можно выразить через угловую скорость вращения



; 



(6.23)

и тогда правую часть уравнения (6.21) можно представить в виде



.

(6.24)

Сопоставляя правые части уравнений (6.22) и (6.24), получаем
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Отсюда следует, что момент относительно неподвижной оси вращения коромысла может быть определен по общепринятым уравнениям “статики” [3-4].

Если центр массы коромысла 3 совпадает с осью шарнира D, последние два слагаемых в уравнении (6.25) обращаются в 0 и обобщенные силы сводятся к одному моменту MC3.

Таким образом, переходя к замкнутой системе без коромысла с опорой D, их действие следует заменить кинематически и энергетически эквивалентной совокупностью обобщенных сил, которая в рассматриваемом случае, с учетом ранее принятых кинематических связей, сводится к моменту (6.25).

Для определения обобщенных сил, приведенных к оси шарнира А, следует перейти к новой замкнутой системе, отбросив не только коромысло 3, но и шатун 2. Они должны обеспечивать изменение энергии
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(6.26)

эквивалентное изменению кинетической энергии коромысла, шатуна и действующих на шатун внешних воздействий
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С помощью соотношений (6.4) правую часть полученного уравнения можно преобразовать к перемещениям оси шарнира А
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Приравнивая коэффициенты при приращениях соответствующих координат, для обобщенных сил получаем
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Так как в рассматриваемом механизме шарнир А не может передавать момент, третье слагаемое в правой части уравнения (6.26) должно быть представлено в виде суммы скалярных произведений образующих пару реактивной 
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 сил на линейных перемещениях точек их «приложения»
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(6.30)

Точка приведения пассивной силы должна соответствовать узлам механизма, которые обеспечивают выполнение наложенных кинематических связей. В рассматриваемом случае такой точкой является ось коромысла D. При этом по определению пассивной силы 
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и должно выполняться условие
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(6.32)

Принимая во внимание соотношения (6.39) для составляющих пару сил
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(6.33)

и соотношения (6.4), с учетом которых вместо (6.32) можно записать
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для компонент реактивной силы получаем систему уравнений
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решение которой имеет вид
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Зависимости (6.36) справедливы для шатунов в механизмах любого типа [2]. Для рассматриваемого случая в полученных соотношениях следует принять xD = a, yD = b. Компоненты скорости частиц шатуна в точке D пространства наблюдателя определяются по уравнениям (6.4)
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Учитывая возможность произвольной ориентации реактивной силы 
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, её можно разложить на две составляющие: по направлению радиуса ОА (
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Составляющая 
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 (пассивная) направлена ортогонально скорости перемещения оси шарнира А, поэтому 
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 (активная) направлена вдоль скорости и обеспечивает выполнение энергетического равенства (6.32), следовательно 
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(6.39)

Пассивная составляющая из условия выполнения равенства (6.31) в точке приведения D должна быть ортогональна скорости перемещения соответствующей частицы шатуна, которая направлена вдоль прямой AD. Действительно, из уравнений (6.37) для точки D имеем
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С учетом соотношения между угловыми скоростями (2.15)
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(6.41)

где LT определяется уравнением (6.10), для компонент скоростей (6.37) получаем
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(6.42)

откуда следует, что вектор скорости частицы шатуна, совпадающей с геометрической точкой D пространства наблюдателя, при любом положении кривошипа направлен вдоль прямой AD.

Зная направление реактивной силы (ортогонально прямой AD) и её проекцию на направление скорости, находим её модуль
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и проекции на оси наблюдателя


[image: image301.wmf])

2

/

cos(

)

(

p

y

-

=

A

A

x

R

R

 ; 
[image: image302.wmf])

2

/

sin(

)

(

p

y

-

=

A

A

y

R

R

.

(6.44)

Нетрудно показать, что полученные результаты совпадают с приведенными выше.

В крайних положениях шатуна, т. е. при максимальном и минимальном значениях угла 
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 наклона прямой AD, с направлением этой прямой совпадает и направление скорости перемещения оси А. В этом же направлении действует активная составляющая 
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 реактивной силы (по направлению скорости, см. выше). Но результирующий вектор 
[image: image305.wmf]A

R

r

 реактивной силы должен быть ортогонален этой прямой. Для выполнения этого условия при 
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 пассивная составляющая должна достигать бесконечно больших значений. Однако этого не происходит, так как в крайних положениях прямой AD вращательное движение шатуна меняет направление и 
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, реактивная сила 
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 и все её составляющие обращаются в 0.

Следовательно, реактивные и пассивные силы изменяются циклически, они принимают нулевые значения при экстремальных значениях угла 
[image: image310.wmf]y

 и достигают экстремальных значений, когда точки О, А и D находятся на одной прямой. 

Аналогичные закономерности имеют место и для механизма, схема которого показана на рис. 1. Точка приведения D пассивной силы ND для этого механизма, в отличие от схемы рис. 3, неподвижна и правая часть уравнений (6.36) обращается в неопределенность типа 0/0. Достаточные основания для выбора определенного направления силы ND отсутствуют и поэтому можно использовать предложенный выше вариант 
[image: image311.wmf]n
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Сопоставляя результаты кинематического и динамического анализа для рассмотренных механизмов, можно отметить, что перенос массы с шатуна на коромысло способствует снижению затрат на кинетическую энергию механизма. Это создает дополнительные возможности по увеличению размеров шатуна и, следовательно, его прочности. Однако в этом случае снижаются возможности управления движением инструмента на рабочем участке его хода.

Рассмотренная выше методика кинематического и динамического анализа различных механизмов позволяет:

построить «шатунную» кривую для любой частицы механизма;

определить критические соотношения между размерами, когда механизм перестает быть работоспособным, т. е. происходит «заклинивание» механизма;

найти начальные координаты точек размещения инструмента по заданным координатам его расположения при выполнении технологической операции;

предложить способы повышения точности рабочего участка траектории движения инструмента; 

предложить наиболее приемлемые варианты для регулирования времени выстоя, положения точек возврата и пр.;

найти положение подвижных или неподвижных центроид и любые другие кинематические характеристики механизма;

изучить влияние расстояний между осями шарниров и массовых характеристик звеньев на устойчивость работы механизма и его основные энергетические характеристики;

исследовать влияние массовых характеристик звеньев и изменения угловых ускорений на обобщенные силы, приведенные к осям шарниров; 

исследовать основные энергетические и динамические характеристики механизма вблизи критических соотношений размеров;

исследовать поведение любой выбранной целевой функции и предложить методы оптимизации механизма по её экстремальным или иным значениям.

Эти и другие возможности позволяют получить важную информацию для обоснованных конструкторских и технологических рекомендаций.

7. Кинематический и динамический анализ кривошипно-коромыслового механизма

Кинематический анализ.

Кинематический анализ предусматривает аналитическое описание уравнений движения, скоростей и ускорений любых частиц каждого из звеньев механизма. Результаты могут быть использованы как для определения любых других кинематических характеристик, например кривизны траекторий, подвижных или неподвижных центроид и пр., так и для выбора конструктивных размеров, обеспечивающих требуемые параметры при работе механизма. Без кинематического анализа не представляется возможным динамический анализ, оценка прочности его элементов и т. д.

Кривошип (звено 1) с линией ОА вращается вокруг неподвижной оси, совмещенной с началом координат системы отсчета наблюдателя. Уравнения для координат, компонент скорости и ускорения частиц кривошипа принимают вид: 
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где 
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 - начальное значение угла наклона линии ОА ; 
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- лагранжевы координаты  точки А , определяемые уравнениями:
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На прямой ОА лагранжевы координаты частиц изменяются в  пределах: 
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Кривошип ABD (звено 2) с линиями АВ, AD, BD совершает составное движение. Для точки В изменение координат описывает система уравнений
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где
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. При этом компоненты скоростей и ускорений определяются по формулам:
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Значения угла 
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, как и угла 
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, должны удовлетворять наложенным кинематическим связям и неизменности расстояний между осями шарниров. В проекциях на оси координат эти условия имеют вид:
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где L2 - длина шатуна AB, L3 - длина коромысла O1B.

Систему (5.6) можно привести к одному уравнению с одним неизвестным:
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где 
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к уравнению с одним неизвестным, получаем
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или
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Зная величину 
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, из системы (7.6) находим угол 
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После дифференцирования соотношений (7.6) получим систему для угловых скоростей
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откуда следует
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После повторного дифференцирования системы уравнений (7.12) по времени для угловых ускорений получаем
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Решение системы можно записать в виде
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Коромысло 3 с линией O1B совершает вращательное движение вокруг оси O1 с координатами (а,b). Уравнения для координат, компонент скорости и ускорения произвольной частицы коромысла будут
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На линии О1В координаты Лагранжа изменяются в пределах
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оси В соответствуют максимальные из них.

Шатун 4 с линией DK совершает составное вращательное движение вокруг подвижного полюса D, координаты которого в каждый момент времени можно считать известным. Для определения угловой координаты прямой DK рассмотрим наложенную кинематическую связь, которая сводится к перемещению ползуна вдоль заданной прямой с уравнением


[image: image344.wmf]Y

m

Xtg

=

+

b

,


где m – отрезок, отсекаемый прямой с углом наклона 
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 на оси “X”. Так как при движении шатуна 2 расстояния между точками A, B и D не изменяются, положение точки D находим по известным положениям шарниров А и В. 


Наиболее простой способ определения угловых характеристик шатуна DK сводится к определению расстояния между осью D и прямой, вдоль которой перемещается ползун К. Уравнения прямой, ортогональной линии движения ползуна, имеет вид
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Слагаемое “n” находим из условия прохождения прямой через точку D с координатами XD, YD, т.е.
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Координаты точки пересечения прямых определяются системой уравнений:


[image: image349.wmf]-

+

=

+

=

+

X

tg

Y

m

X

tg

Y

Y

X

tg

M

M

M

M

D

D

b

b

b

;

,


и   составляют (по любому методу решения системы):
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 EMBED Equation.2  
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Искомый угол наклона шатуна DK определяет уравнение 
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из которого находим для функции и её производных


[image: image354.wmf].

)

cos(

)

sin(

;

)

cos(

);

arcsin(

2

6

6

6

b

m

b

m

m

m

b

m

m

b

m

-

-

+

=

-

=

+

=

t

tt

tt

t

t

L

H

L

H

L

H

      (7.19)

Перемещение, скорость и ускорение точки K находим из уравнений движения шатуна, с использованием соответствующего угла 
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 и Лагранжевых координат ((K , (K ).

Все частицы ползуна К совершают поступательное движение в соответствии с уравнениями
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Скорости и ускорения всех частиц ползуна одинаковы и равны соответствующим значениям для оси шарнира К, которые определены выше.. 

Динамический анализ.
Приведем все силы, действующие на ползун, к оси шарнира K.  

Запишем уравнение мощности для ползуна K:
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Приравнивая коэффициенты при соответствующих приращениях линейных и угловых координат, получаем соотношения между обобщенными силами, приведенными к различным точкам
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Наиболее общим правилом, позволяющим преобразовать обобщенные силы, приведенные к различным геометрическим точкам пространства переменных Лагранжа какого – либо звена, к одному общему полюсу является тождественность приращения энергии в соответствии с определением «обобщенных сил» [1-3].

Чтобы привести все силы и моменты, действующие на коромысло О1В, к оси шарнира В, необходимо записать два варианта приращения энергии: через известные и искомые силы:
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 EMBED Equation.2  
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Аналогичным образом, используя энергетические соотношения, эквивалентные общеизвестным «уравнениям статики», приведем все силы и моменты, действующие на шатун  DK, к оси шарнира D:
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 EMBED Equation.3  
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Приведем все силы и моменты , действующие на шатун  АВD к оси шарнира А:
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 Находим момент на приводном валу:
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Сравнение графиков Мо и Мопров 
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подтверждает правильность расчетов.
8. Определение Лагранжевых координат крепления инструмента по заданной траектории  его движения 

Одной из наиболее часто встречающихся практических задач при проектировании механизмов является выбор конструктивных и регулировочных параметров, которые необходимы для позиционирования инструмента с заданной точностью или перемещения его по заданной траектории. 

Решение подобных задач графическими методами не является эффективным в связи с большими возможными погрешностями, а численные методы требуют большого объема вычислений, так как по существу ориентированы на использование метода «проб и ошибок».

Конструктивные методы обеспечения заданной траектории перемещения инструмента с помощью шарнирно – рычажных механизмов сводятся к определению Лагранжевых координат (И, (И.  точек их крепления по известным эйлеровым координатам для любого заданного положения кривошипа. 

В общем случае эйлеровы координаты любой частицы с заданными начальными координатами определяются уравнениями движения

 EMBED Equation.3  
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где XИ, YИ – координаты инструмента; XA, YА – координаты полюса (т. А). (А, (А – Лагранжевы координаты точки А; (( - угловое перемещение шатуна АВD.

Если начальные и текущие координаты полюса (оси шарнира А) известны, а траектория перемещения инструмента, т. е. координаты Хи и Yи заданы, тогда эта система уравнений позволяет определить начальные (Лагранжевы) координаты крепления инструмента (И, (И. , например по методу определителей
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В качестве примера описываемой кривой возьмем частный случай траектории в виде окружности
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Зададим радиус окружности R=3 (радиус кривошипа принят за 1) и начальные координаты полюса (
[image: image390.wmf]2

а

, 0), где а – расстояние между опорами О и О1
Значения Лагранжевых координат (И, (И, на интервале изменения угла поворота кривошипа от 00 до 3600 для рассматриваемого случая приведены на графике рис. 3... Можно утверждать, что если установить инструмент в соответствии с вычисленными координатами (И, (И, то за полный оборот кривошипа инструмент опишет окружность.
9.Общие выводы

Рассмотренная в предыдущих разделах методика кинематического и динамического анализа механизмов технологических машин позволяет:

· построить «шатунную» кривую для любой частицы механизма;

· определить критические соотношения между размерами, когда механизм перестает быть работоспособным, т. е. происходит его «заклинивание»;

· найти начальные координаты точек размещения инструмента по заданным координатам его расположения при выполнении технологической операции;

· предложить способы повышения точности рабочего участка траектории движения инструмента; 

· предложить наиболее приемлемые варианты для регулирования времени выстоя, положения точек возврата и пр.;

· найти положение подвижных или неподвижных центроид и любые другие кинематические характеристики механизма;

· изучить влияние расстояний между осями шарниров и массовых характеристик звеньев на устойчивость работы механизма и его основные энергетические характеристики;

· исследовать влияние массовых характеристик звеньев и изменения угловых ускорений на обобщенные силы, приведенные к осям шарниров; 

· исследовать основные энергетические и динамические характеристики механизма вблизи критических соотношений размеров;

· исследовать поведение любой выбранной целевой функции и предложить методы оптимизации механизма по её экстремальным или иным значениям.

Эти и другие возможности позволяют получить важную информацию для обоснованных конструкторских и технологических рекомендаций.
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