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ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ СООТНОШЕНИЯ ПРИ ЛАГРАНЖЕВОМ ОПИСАНИИ ОБРАТИМОЙ И НЕОБРАТИМОЙ ДЕФОРМАЦИИ

На основе анализа скалярных свойств удельной мощности и энергии деформации рассмотрены возможные варианты определяющих соотношений с использованием мер напряжений и деформаций в пространстве переменных Лагранжа в области упругих, упруго-пластических и развитых пластических деформаций. Показано соответствие результатов с общепринятыми при деформации в главных осях. Предложен вариант переноса начала шкалы отсчета средних напряжений, при котором напряжения и деформации при лагранжевом описании отличаются лишь скалярным масштабным множителем, а дифференциальные уравнения движения преобразуются в уравнения Пуассона или Лапласа.

По установившейся терминологии определяющими (конституциональными) называют соотношения между тензорами напряжений 
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, деформаций 
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 и скоростей деформации 
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 (или их шаровыми и девиаторными составляющими), которые учитывают свойства среды [1-3]. При эйлеровом описании обратимых деформаций общепринятыми являются соотношения теории упругости
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где 
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 - компоненты тензора деформации Коши, K - модуль объемной упругости, G - модуль сдвига, Е – модуль Юнга, 
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 - коэффициент Пуассона, 
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 j. В области необратимых деформаций используются соотношения теории малых деформации и теории пластического течения [3]. 
Лагранжево описание более естественно для учета изменения физических и иных параметров частиц, участвующих в движении, имеет существенные преимущества при анализе сложных, в том числе вихревых [4] течений. Переход к такому описанию согласуется с получающими все большее распространение энергетическими критериями пластичности, устойчивости и разрушения.
Другим веским аргументом в пользу лагранжевого описания движения является возможность использования принципа суперпозиции, сводящегося к замене лагранжевых координат 
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 внешнего (наложенного) движения, например,
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где t – время, выражениями для соответствующих эйлеровых координат 
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 внутреннего (вложенного) движения, например в виде
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В результате получаем уравнения совмещенного движения в форме Лагранжа [5] без предварительного интегрирования полей скоростей

[image: image16.wmf])

),

(

(

t

x

x

x

k

p

i

i

a

¢

=

.
Для процессов деформации выбор внутреннего и внешнего движений определяется простотой последующих математических преобразований [5-8].

При лагранжевом описании деформаций возможно применение общепринятых соотношений, например (1) для упругой области. Однако переход от дифференцирования компонент вектора перемещений 
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 к производным по переменным Лагранжа 
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 приводит к громоздким уравнениям для напряжений Кирхгофа [6]
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где 
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 - вектор перемещения, 
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 - алгебраические дополнения соответствующих элементов 
[image: image26.wmf]p

i

p

i

x

x

a

¶

¶

º

/

,

 функционального определителя преобразования (2)
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Уравнения (3) громоздки и неудобны как при численном, так и, тем более, при аналитическом исследовании процессов деформации. Это может быть причиной преимущественного распространения эйлеровых описаний полей перемещений и скоростей  без фактического использования уравнений движения [1-4].
Однако, стремление к учету истории деформирования и, в частности, упрочнения материала или накопления повреждаемости, делает предпочтительным сохранение в качестве аргументов переменных Лагранжа при определении всех кинематических, энергетических и прочих локальных характеристик процесса деформации. Это приводит к необходимости формулировки определяющих соотношений с использованием лагранжевых мер напряжений и деформаций (напряжений 
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Особенность напряжений 
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, как и других силовых факторов в механике, состоит в том, что их нельзя замерить непосредственно и главным критерием приемлемости различных вариантов определяющих уравнений является инвариантность результатов расчета энергетических факторов, а также соответствие характера течения и граничных условий экспериментальным данным. Такой вариант позволяет исключить определение главных площадок с последующим разложением тензоров на шаровые и девиаторные составляющие, что в конечном итоге приводит к соотношениям (1), и сохранить неизменной систему координат наблюдателя. 
В общем случае удельную мощность 
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Из тождественности обеих форм записи следуют зависимости 
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Все известные определяющие уравнения [1-5] можно рассматривать как условие пропорциональности инвариантов тензоров напряжений, деформаций или скоростей деформаций. В общем случае можно допустить соотношения между выражениями, составленными из этих инвариантов. 

Уравнение (5) представляет собой скалярное произведение векторов полных напряжений 
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(7)
и приращений скоростей на противоположных гранях бесконечно малой частицы
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например на площадках 
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Для перехода к аналогу представления удельной мощности через напряжения на главных площадках (3 слагаемых вместо 9) уравнение (5) можно записать через проекции векторов полных напряжений (7) на векторы приращения скорости (8). Для этого достаточно домножить и поделить каждые 3 слагаемых на модули векторов приращения скорости 
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(9)
которые имеет размерность скорости деформации и определяют относительную скорость удлинения (сжатия) и поворота ребер исходного бесконечно малого параллелепипеда. В результате уравнение (5) принимает вид
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где 
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Переходя к средним значениям
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уравнение для удельной мощности деформации преобразуем к виду
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Используя аналогию с общепринятыми соотношениями, в качестве определяющих уравнений можно принять
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при этом для удельной мощности получаем
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В правую часть входят два обобщенных кинематических параметра тензора 
[image: image58.wmf]tp
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. Первый характеризует средние значения скоростей деформации (9), а второй (в квадратных скобках) – среднеквадратические отклонения их фактических значений от среднего.
Соотношения (14) предполагают зависимость между проекциями напряжений (11) и скоростей деформаций (9). Они согласуются с теорией пластического течения, а выражение к квадратных скобках в правой части уравнения (15) отличается от второго инварианта девиатора скорости деформации [3] лишь постоянным множителем.

Чтобы получить аналогичные соотношения для упругой деформации, необходимо рассмотреть приращение удельной энергии 
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  на приращениях размеров бесконечно малой частицы, которые можно определить интегрированием по времени скоростей деформации (9) 
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Геометрически деформации 
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 как в главных, так и в произвольных осях можно интерпретировать как отношение вектора относительного перемещения концов ребер бесконечно малого параллелепипеда к их длине в исходном состоянии.
Приращения деформаций (16) позволяют найти приращение удельной энергии
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где ds - средние значения деформаций (16) 
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для приращения энергии получим
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Деформации (16) близки к главным значениям тензора деформаций [6 - 8] и соотношения (17) совпадают с общепринятыми (1) для упругой деформации в главных осях. Например, при линейном растяжении с уравнениями движения 
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деформации 
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 совпадают с деформациями Коши
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При чистом сдвиге с уравнениями движения  (
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 - угол сдвига)
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деформации (16) практически совпадают с деформациями сдвига 
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но среднее значение 
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 не соответствует, как это принято в теории упругости, относительному изменению объёма (R = 1). 

Другой вариант определяющих соотношений можно получить, если при определении удельной мощности деформации (5) спроектировать вектор приращения скорости (8) на направление вектора полного напряжения (7) 

[image: image83.wmf]g

g

g

g

g

g

g

g

g

g

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

w

)

(

)

(

)

(

t

z

t

y

t

x

t

z

t

y

t

x

t

z

t

н

t

x

z

y

x

z

y

x

z

y

x

+

+

+

+

+

+

+

+

=

.
В результате получаем
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где 
[image: image85.wmf]t

x

p

 – проекции приращения относительной скорости на противоположных гранях бесконечно малой частицы на направление вектора полных напряжений
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После перехода к средним значениям
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уравнение для удельной мощности деформации принимает вид
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и при определяющих соотношениях
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получаем
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Уравнения (22), как и (14), предусматривая зависимость между напряжениями 
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 и скоростями деформации (9), близки к соотношениям теории течения, но кинематическая интерпретация правой части (23), а также доказательство ее инвариантности, представляют большие трудности. Тем не менее, при деформации в главных осях они совпадают с общепринятыми [3].
Если в уравнении (5) перейти к проекциям векторов приращения перемещений на концах ребер бесконечно малого параллелепипеда на направления векторов полных напряжений
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тогда вместо (20) получим
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С учетом средних значений полных напряжений (21) и
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уравнение для приращения удельной энергии деформации принимает вид
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и при определяющих соотношениях

[image: image98.wmf]t

z

y

t

d

¢

=

, 

[image: image99.wmf])

(

t

t

z

z

y

t

t

d

d

р

р

-

¢

¢

=

-





(24)
получаем
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Во всех рассмотренных выше случаях правая часть уравнений для мощности и приращения удельной энергии деформации если и не является точным инвариантом, очень близка к ним и преобразуется в точные инварианты при деформации в главных осях.
Завершая анализ возможных вариантов представления скалярного произведения векторов полных напряжений и приращений скорости на гранях бесконечно малой частицы, следует предусмотреть проектирование полных напряжений на направление базовых ребер, формирующих объем частицы и ориентированных при t = 0 вдоль осей координат наблюдателя. Так как отношения 
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 совпадают с направляющими косинусами соответствующих ребер, для этих проекций получаем 
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при этом должны выполняться неравенства
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Однако погрешность использования такого варианта определения удельной мощности деформации, кроме очевидного совпадения результатов при деформации в главных осях, требует дополнительного анализа. Вместе с тем, как будет показано ниже, такой вариант приводит к интересным для приложений результатам.
Будем считать [8], что удельная энергия упругой деформации зависит только от свойств материала, описываемых функциями 
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Сумма элементов главной диагонали тензора (4) 
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 определяет ориентацию частицы по отношению к системе координат наблюдателя, что может иметь значение при анализе процессов движения и деформации в направленных потенциальных полях, например магнитном или электрическом. Ниже в качестве линейного, квадратичного и кубического инвариантов использованы величины [6] 
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где 
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  определяет отношение квадратов длин ребер бесконечно малого параллелепипеда, первоначально ориентированного по осям координат, в текущем 
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 состояниях. В отличие от инвариантов тензора Коши [1-3] инварианты (27) всегда положительны, при t = 0 имеют значения J1 = J2 = 3, J3 = 1.
Принимая во внимание приращения инвариантов за бесконечно малый промежуток времени
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для приращения удельной энергии 
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откуда для напряжений 
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Соотношения (6) устанавливают однозначную зависимость между напряжениями Коши и Лагранжа, тогда



 = 

 = 
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Компоненты девиатора не зависят от производной 
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касательные напряжения (i 

 j)
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нормальные напряжения (i = j)
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где е - среднее значение отношения длин ребер к их исходным величинам
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В уравнении для средних напряжений Коши 
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третье слагаемое не содержит параметров деформации конкретного процесса, характеризует только свойства среды и по существу определяет выбор шкалы средних напряжений. В классической механике деформируемого твердого тела предполагается, что в исходном состоянии все компоненты напряжений, включая и средние значения 
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 = 0 в исходном состоянии, когда e = R = 1, J2 = 3, достаточно принять 
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При гидростатическом нагружении, когда R = e3, J2 = 3e2, и дополнительном условии 2

 = -
[image: image135.wmf]1
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 = 3К, где К - модуль объёмной упругости, уравнение (30) практически совпадает с законом упругого изменения объёма (1) 
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. Однако при распространении этого предположения на другие условия деформации все компоненты напряжений будут зависеть только от одного модуля упругости
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При лагранжевом описании движения в области упругих деформаций с достаточной точностью можно принять J1 = 3J3. Как и для тензора малых деформаций Коши, два инварианта учитывают с достаточной точностью изменение объема частицы. Производную по одному из них в уравнении (30) можно исключить.

Исходя из предположения, что удельная энергия в исходном состоянии не обязательно равна 0 и, более того, может быть достаточно велика, лишь незначительно изменяясь за счет деформации, условие 
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 = 0 в исходном состоянии можно снять и вместо (31) достаточно принять 
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тогда для 
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 и средних напряжений вместо (28) и (30) получаем
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Как уже было отмечено выше (см. ур. 25), отношения 
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 совпадают с направляющими косинусами ребер, первоначально ориентированных по осям системы координат наблюдателя. Поэтому компоненты напряжений 
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где 
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(28b)
По размерности и смыслу коэффициент 
[image: image157.wmf]j

 совпадает с модулем упругости, а 
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 определяет средние напряжения в исходном состоянии материала.

Не анализируя другие возможные варианты обоснования предположения (31а), рассмотрим некоторые его следствия. Основное из них состоит в преобразовании дифференциальных уравнений движения 
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при постоянных коэффициентах (28b) к виду
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т. е. уравнения движения 
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 становятся зависящими от безразмерной величины 
[image: image164.wmf]j

1

. При 
[image: image165.wmf]j

1

0

=

 дифференциальные уравнения движения преобразуются в уравнение Пуассона или Лапласа (при отсутствии массовых и инерционных сил )
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в пространстве переменных Лагранжа (
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(32)

Возможность использования предположения (31а) с точки зрения общепринятых закономерностей можно оценить на примере гидростатического нагружения. Из общих уравнений (6) следует 
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для всестороннего растяжения. При соотношениях (28а) зависимость между средними напряжениями принимает вид (
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При 
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скалярная функция 
[image: image176.wmf]j

 может ассоциироваться с гидростатическим давлением и удельной энергией материала. Если же принять 
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Эта зависимость, в частности для железа при 

 = 3K = 507 ГПа, точнее общепринятой 
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Отметим, что как предположение 
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Уравнения (28а) преобразуют неравенства (26) в равенства и дают основание для представления приращения удельной энергии деформации в виде
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где 
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приращение удельной энергии, отнесенной к начальному объему частицы, составит
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(35а)
Слагаемые правой части du можно трактовать как приращение удельных энергий, соответствующих изменению объема и формы частицы. Множитель второго слагаемого Г2 определяет среднеквадратическое отклонение длин ребер деформированного бесконечно малого параллелепипеда от их среднего значения и может быть представлен через первые два инварианта (27)  

[image: image195.wmf]3

/

3

)

(

)

(

)

(

)

)(

(

2

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

J

J

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

Г

p

p

-

=

-

+

+

=

-

+

-

+

-

=

-

-

=

g

b

a

g

b

a

.
(37)
При соотношениях (36) и произвольных скалярных коэффициентах 
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Тензор напряжений 
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 остается симметричным 
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однако средние напряжения 
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(39)
зависят от среднеквадратических отклонений Г. Только при равенстве коэффициентов 
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(40)
правая часть совпадает с квадратичным инвариантом (27), который можно считать обобщенной мерой упругой деформации 
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Особо следует отметить, что предположения 
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(42)

где, по аналогии с характеристиками деформированного состояния (37) и (41) для Г и Ге, введены понятия среднеквадратических отклонений (Т) и обобщенных напряжений (Те) 
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 (43)
Переход к одному модулю при описании процессов деформации в пространстве переменных Лагранжа не противоречит общепринятым представлениям о закономерностях в области упругих деформаций. Предполагаемое при этом изменение шкалы средних напряжений связано с выбором начальных условий, т. е. относится к субъективным факторам и не может быть принципиальным (как и при выборе шкалы температур) при решении различных задач, связанных с процессами деформации. При этом, как следует из соотношений (42), напряжения 
[image: image211.wmf]pi

t

 отличаются от деформаций 
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 лишь размерным множителем. 
Условие (42) эквивалентно предположению, что среднее напряжение (39) и приращение энергии деформации в упругой области зависит только от второго инварианта (27) или обобщенных напряжений и деформаций Лагранжа (43)
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(44)

Как показывает опыт, методически целесообразно расчет вести при соотношениях (42), а затем переходить к обычной шкале средних напряжений, т.е.  учитывать работу начальных напряжений на фактических перемещениях, соответствующих рассматриваемых условиям деформации.

Например, при гидростатическом нагружении из соотношения (33), справедливого для любой шкалы средних напряжений, в новой шкале при 
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При переходе к обычной шкале необходимо принять 
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. Тогда зависимость между средними напряжениями Коши и изменением объёма 
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совпадает с уравнением (34).
Аналогичным образом, при линейном растяжении в направлении оси х с уравнениями движения (18) из общих соотношений (6) и (28а) для новой и обычной шкалы напряжений имеем
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Принимая во внимание соответствующие этому случаю нагружения характеристики деформированного состояния 
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для нормальных напряжений 
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что совпадает при 
[image: image227.wmf]j

 = 3К с известным законом Гука.

При чистом сдвиге с уравнениями движения (19) нормальные и касательные напряжения Коши составляют
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При переходе к обычной шкале напряжений меняются только нормальные напряжения, касательные остаются пропорциональными углу сдвига, что согласуется с общепринятыми представлениями, хотя модуль упругости, если принять как и прежде 
[image: image230.wmf]j

 = 3К, отличается.

Таким образом, основные соотношения теории упругости можно рассматривать как следствие соотношений (6) и (28а) при переходе к обычной шкале средних напряжений.

Нормальные напряжения 
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 в новой шкале, например при линейном растяжении
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не имеют привычного смысла и относятся не к силовым, а к энергетическим функциям процесса.
Как было отмечено выше, уравнения (42) предполагают переход не только к новой шкале средних напряжений 
[image: image233.wmf]t

, но и к новой энергетической шкале за счет энергии начальных напряжений 
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 на перемещениях, связанных с деформацией частицы. Для перехода к обычной энергетической шкале для процессов деформации в главных осях, когда средняя относительная длина ребер является инвариантом, необходимо вычесть из приращения энергии (44) слагаемое 
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Этот результат согласуется с принятым выше предположением (31а).

Предположение о равенстве нормальных напряжений в исходном состоянии коэффициенту пропорциональности 
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 по существу не отличается от закона упругого изменения объема 
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 затраты мощности на жесткий поворот частиц (в новой шкале) отсутствуют, тензор напряжений 
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При описании процессов упругой деформации в форме Лагранжа и соотношениях (42) решение практических задач сводится к системе трех дифференциальных уравнений Пуассона или Лапласа, в каждое из которых входит только одна неизвестная функция. 
В области пластических деформаций приращение энергии du не является полным дифференциалом инвариантов Ji или только обобщенной деформации Ге. Тем не менее, соотношения (42) и (44) можно применять в области упруго-пластических деформаций, если 
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, Т, Те считать функциями накопленной деформации, скорости деформирования и других факторов 
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 в соответствии с уравнениями (43), как это принято в современных вариантах теории необратимых деформаций [3].

Таким образом, соотношения (14) и (22) можно рассматривать как аналоги теории пластического течения и рекомендовать их для использования в качестве определяющих в области развитых пластических деформаций. Соотношения (17), (24), (36) и (42) при постоянных коэффициентах пропорциональности хорошо согласуются с уравнениями (1) теории упругости, а при переменных 
[image: image246.wmf]j

, Т, Те  могут быть рекомендованы для области малых пластических деформаций. 

Экспериментально вид этих функций может быть определен при исследовании процессов однородной деформации, например по методике, описанной в работе [10]. Все указанные уравнения обеспечивают инвариантность мощности и приращения энергии  при описании процессов деформации в форме Лагранжа для различных условий деформации.
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